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Zawiesiny — od mikro do makro

. ¢

==
Makro: Mikro:
Lepkosc efektywna Promien czagstek
Wspotczynnik sedymentacii LepkosS¢ ptynu
Czynnik hydrodynamiczny Utamek objetosciowy

“Najprostszy” uktad:
Zawiesina czgstek sferycznych (sztywne kule)
Problem: od mikro do makro



Lepkos¢, sedymentacja, dyfuzja

Ffluid Fsus

Prawo Ficka:

o ® o Pole S0 L . J = —DVec

grawitacyjne




Poczatek fizyki statystycznej zawiesin

Einstein 1906:
5)
Neff = n(1+ 5@

kBT
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Rownanie Naviera-Stokesa

/ Druga zasada dynamiki Newtona
0

p(m=v+v-Vv) = —Vp(r)+nAv(r)

ot
V.v(r) = 0
\

Warunek niescisliwosci cieczy

Powolny przeptyw (mata liczba Reynoldsa):

p(%VJrV-VV) ~ ()



Zawiesina sztywnych kul

Nieograniczony ptyn, Stacjonarne rownania Stokesa:
N czastek
Vp(r) —nAv(r) = 0
? ¢ V-vr) = 0
"
® J o Warunki brzegowe przylegania,

vir)=U; +Q; x (r—R;) dla res;

v(r) = vo(r) da r — o0

e.g. przeptyw Scinajacy: y
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Problem jednoczastkowy
Lamb (1895) Vi (r)

[=1,2,...,00
Pojedyncza czastka w przeptywie v (r) m= s 1

f; (r) :/dr’M(r—Rl,r’ — R1) vo (')
\

—_—
/ Jednoczgstkowy konwekcyjny operator oporu

L (Felderhof 1976)
Gestosc sit
(Cox Brenner (1967); Mazur, Bedeaux (1974))

\

v (r) :VO(r)+/d3r'G(r—r’) 1 (r)

:

Tensor Oseena:
1 1+71r
8mn T

G(r) =



Zawiesina

@ @f\ FQ JFt
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L © £ (r) = /drl\/I( _Ryr — Ry)vo (r)
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Formalne rozwigzanie w postaci szeregu rozproszeniowego:

fi( i)+ Y M@EHGM(G) + > > M(>)GM(j)GM(k) + )

J71 J#i k#j



LepkoScC efektywna - Einstein

B} —. .; ‘_ Przeptyw otaczajacy Vo (r)
O
_ ' e P9 ‘_ _
— ® o B
Neff — 77(1 -+ §¢) aSkonczona liczba czastek
2 »Czastki nie wplywaja na swéj ruch



Oddziatywania hydrodynamiczne - Smoluchowski

7> Pole grawitacyjne

Yoy (4

'® @ ©

£, = (M(1) + M(1)GM(2) + M(1)GM (2)GM (1) + M(1)GM(2)GM (1)GM(2) + . .. ) Vo




Oddziatywania hydrodynamiczne sg dtugozasiegowe
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Poza zawiesiny o0 matej gestosci czastek - Saito

© > -
% 9, Vz-(r):VO(r)+Z/d3r’G(r—r’)-fj(r’)
e o j#i
Saito
> f - >R n (f)
Py IR—R.;|>2a
Nerf _ 145




Dwuciatowe oddziatywania hydrodynamiczne

e D
Pl 14 26+ aze? +
N 2

Yoo (1

o ©

/d3r|G |—oo

Batchelor, Green (1972): a9 ~ 5.2 (ad hoc)



1982 — rozwigzanie problemu dtugozasiegowych OH

B. U. Felderhof,! G. W. Ford,” and E. G. D. Cohen®

Received August 74, 1981

We derive a cluster expansion for the electric susceptibility kernel of a dielectric
also leads to a cluster expansion for the effective dielectric constant. It is shown
that the cluster integrals of any order are absolutely convergent, so that the
dielectric constant is well defined and independent of the shape of the sample in
the limit of a large system. We compare with virial expansions derived earlier in




Szereg rozproszeniowy

@ o
°° fi( (1) + ) M@EH)GM() + Y Y M(i)GM(j)GM(k) + )

L Ve JF#i k#]j
o © ©
Przyktad sekwencji rozproszeniowej 6
(wielociatowa): M(6)
M(1)GM(3)GM(2)
4

G x M(4)GM(5)GM (4) ><G><M ) Q
Krétkozasiegowe OH
(silne oddziatywania bliskich czastek)
\ d+ugoza3|egowe oddziatywania hydrodynamiczne

S;(123) 051(45)051(6)

C1=123 Cy, =45 (C3=6



Opis makroskopowy zawiesiny

Srednia gesto$¢ sit:

N
- Srednia po rozktadzie
— Z f; 5(R _ RZ) prawdopodobienstwa dla potozen
— czastek p(l...N)

(f (R)) = / FR'T (R,R) vy (R')

-

Operator odpowiedzi zawiesiny w zewnetrznym przeptywie

T = S‘ S‘ /d01 dCy n(C1...Cy) S1(C1G ...GS1(Ch)

b=1C;.. / n(E, ... _hm< Y 6Ri—i1)...0(R, —zs>>

czgstkowe funkcje rozktadu 17 Fls




Opis makroskopowy - lepkosc

Srednie pole predkosci zawiesiny
— /
0 —6—— :
2o U R) = [ PRTTRER) (0 (R)
— / N\
$rednia gestosc sit operator odpowiedzi

Wsp6iczynnik lepkosci efektywnej dany bezposrednio przez operator 17"

krotkozasiegowe oddziatywania hydrodynamiczne

Rozktad grupowy (1982): /

TN Y /dOl AC,H(C] ... |C))SH(CG .. GSH(C,)

=t / T/

tensor Oseena (czysty ptyn):

Blokowe funkcje rozktadu 1 14t
(konfiguracje czastek) G =

8t T



Oddziatywania hydrodynamiczne

Wielociatowy charakter

Wspotczynnik sedymentacji zawiesiny sztywnych kul

|

0.8

(.6

K_”E

0.4

Beenakker-Mazur (dy)

Utamek objetosciowy

symulacje numeryczne
(blisko eksperymentu)

Przyblizenie dwuciatowe

Przyblizenie dwuciatowe stuszne dla utamkow objetosciowych mniejszych niz okoto 5%



Oddziatywania hydrodynamiczne

Silne oddziatywania bliskich czgstek

Aby utrzymac statg predkosc zblizania potrzebna
asymptotycznie nieskonczona sita

Jeffrey, Onishi (1984)



Oddziatywania hydrodynamiczne

Dtugozasiegowe

Wielociatowe

Silne oddziatywania bliskich czgstek

Najbardziej prominentna metoda wyznaczania wspotczynnikdw transportu:
-teoria Beenakkera-Mazura (schemat dy), 1983
-nie uwzglednia silnych oddziatywan hydrodynamicznych bliskich czgstek



Efektywna funkcja Greena

Przeptyw wywotany sitg dziatajgca na czgstki w matym obszarze

Catkowita sita dziatajgca na czastki

/

V(r) ~ Geg (r) F

\

Efektywna funkcja Greena
(efektywny propagator):

S~———

1 1+rr n

AJ\ST‘-Ueﬂc r Teft )\

Daleko od obszaru

Geff<r)




Renormalizacja 2011

Rozktad grupowy (1982):

TV = T S‘ [ dC, ...dCyb(Cy]. .

g=1C4..

Blokowe funkcje rozktadu
(konfiguracje czastek)

Rozwiniecie pierscieniowe (2011):

TV = S‘ Yy / dCy ...dC,H(CY]. .

g= 101 /

Blokowe funkcje korelacji
H=Db dla g=1,2,
H rozne od b dla g>2.

\og)sf(cl)cg ...GS1(Cy)
Tensor Oseenaé/:ty ptyn):

1 14717

8ty T

G =

1C)SH(C) Gt . . GegrST(C,)

-

Efektywny propagator:

Geff<r) ~

n
G(r
Teft <)



S1(Ch) S1(Cs) S1(Cs)

n (010203 ce Cb)

Diagramatyczna reprezentacja funkcji rozktadu

n(Cy) = g(C1)

n(Cl) — 21

S1(Ch)



S1(Ch) S1(Cs) S1(Cs)

n (010203 ce Cb)

Diagramatyczna reprezentacja funkcji rozktadu

n(C102) = g(C1)g(C2) + g(C1]C2)

C C C C
n(CiCy)= @ o +e_ o

S1(Ch)



S1(Ch) S1(Cs) S1(Cs)

S1(Ch)

n (010203 ce Cb)

Diagramatyczna reprezentacja funkcji rozktadu

n(C1 0203)

= 9(C1)9(C2)g(C3) + g(C1]|C2)g(Cs)
+9(C1|C3)g(C2) + g(C1)g(C2|C3)

+g(C1|C2|C3)
C.71 22 Cs n Uz C.73
®
Cl 02 03 Cl 02 03
+ ) ® + O o\/q
C (5 C3



Przyktad diagramu redukowalnego:

SJ(01)—51(02)—51(03)—2—51(04)—51(05) - —51(Cp—1)—51(Ch)

S1(Ch)—S1(C2)—S1(Cs )_SI (04)—51 (Cs) S1(Ch—1)—S1(Ch)

Przyktad diagramy nieredukowalnego:

S1(C1)—S1(Cy)—S1(C3)—S1(Cy —51(C S1(Cy_1)—S51(Cy)

T — T’i?“?“ 1+ T’i'r'?“GT




Rozktad grupovw (1982):

T = S‘ S‘ /d01 dC,b(Cy]...1C))S1(C1)G ...GS(Cy)

g=1C;..

Blokowe funkcje rozktadu w jezyku diagramatycznym:

b(C1|...|Cy) = Wszystkie wyrazy z n(C1...Cy) dajace
nieredukowalne diagramy dla sekwencji C4]...|C,

Blokowe funkcje rozktadu - wzér rekurencyjny (Cichocki, Felderhof 1988):

b(C') = n(C)

b(Cy] ... |CulChia]...1Cy) = b(Ci]...|CuClitl...|Cy)
—b(C4|...|C)B(Chpr] ... |Cy)



Dalsza analiza operatora Tirr (2011)

T = S‘ S‘ /d01 dCb(Cy|...|C,)S1(CG ...GS:(Cy)

g=1C]..

Tu mozliwe sg wszystkie rodzaje funkcji korelacji, dajg one
?’L(Og ce Cb—l)
A po przesumowaniu sekwencji rozproszeniowych i przecatkowaniu:

Geff =G+ GTG



Dalsza analiza operatora Tirr (2011)

T = S‘ S‘ /d01 dCb(Cy|...|C,)S1(CG ...GS:(Cy)

g=1C]..

Tu mozliwe sg wszystkie rodzaje funkcji korelacji, dajg one

TL(CQCg)n(Cg, c e Cb—l)
A po przesumowaniu sekwencji rozproszeniowych i przecatkowaniu:

Geff =G+ GTG



T =) ) / dCy ... dCyH(Ch|...|C)S1(C1)Gegt . .. GeggS1(Ch)
b=1 C1...Cy

Blokowe funkcje korelacji w jezyku diagramatycznym:

H(Cy|...|C,) = Wszystkie tancuchy z n(C; ...C,)

Lancuch — wszystkie wyrazy z n(C ... C,)ktdre
taczag wszystkie punkty (takze przez przeciecie), e.g.
Ch
H (Cl) = @

C Cs
H(Cl ‘02) = @e__9

H(C1|Co|C3) = o o o



T =) ) / dCy ... dCyH(Ch|...|C)S1(C1)Gegt . .. GeggS1(Ch)
b=1 C1...Cy

Blokowe funkcje korelacji w jezyku diagramatycznym:

H(Cy|...|C,) = Wszystkie tancuchy z n(C; ...C,)

tancuch — wszystkie wyrazy z n(C ... C,)ktdre
taczag wszystkie punkty (takze przez przeciecie), e.g.

C 1 02 03 04

H(C1|C2|Cs|Cy) =@ 8 o ®

2

L




T =) ) / dCy ... dCyH(Ch|...|C)S1(C1)Gegt . .. GeggS1(Ch)
b=1 C1...Cy

Blokowe funkcje korelacji w jezyku diagramatycznym:

H(Cy|...|C,) = Wszystkie tancuchy z n(C; ...C,)

Blokowe funkcje korelacji (wzor rekurencyjny):
bb$01| | Cy) =
Zr;l 21:i1<i2<...<ir+1:b H(Cll ’ s ‘Cir+1) X
n({Czl “ e 07,2}\ {CM CZQ}) ... N ({Czr “ e Cir+1} \ {Circir+1 })



Porownanie rozwiniecia pierscieniowego i grupowego

Felderhof, Ford, Cohen: T = Z Z /dCl . dCW(CY] ... |Cy) S (C)G ... GS1(Cy)
b=1C1...Cy

Rozwiniecie pierscieniowe (2011)

T =3 30 / dCy .. dCyH(Cyl. .. |C)S1(C)Gag . . GogrSi(Ch)
b=1C1...C

Kiedy sSrodkowa grupa oddala sie od innych:

b(01|02|03) — b(CﬂCg)b(Cg) G
propagatory

H(01|CQ|03) — 0

Dwie wazne roznice:
-propagator
-objetosc¢ catkowania




Dwa schematy przyblizonego wyznaczania wspotczynnikow
transportu

Konstrukcja schematu przyblizonego polega na wzieciu przyblizenia
opartego na rozwinieciu grupowym z nastepujaca modyfikacja:

G — Geg

Przyblizenie Clausiusa- — Uogolnione przyblizenie
Mossottiego Clausiusa-Mossottiego

(dwuciatowe oddziatywania hydrodynamiczne
niekompletne — tak samo jak w schemacie dy)

Przyblizenie jednopierscieniowe (dwuciatowe oddziatywania

hydrodynamiczne w petni uwzglednione)

Réwnania mozna rozwigzac zadajac:

-utamek objetosciowy

-dwuciatowg funkcje rozktadu (PY); (trojciatowa funkcja korelacji poprzez
przyblizenie superpozycyjneKirkwooda)

-dwuciatowe oddziatywania hydrodynamiczne



Neff

5.5

4.5

3.5

2.5

1.5

Lepkosc efektywna

Jednapiérécieniuwe
Uog. pr:_:lyhl, C-M

— — —

eoriady - - - -

Symulacje
Werff et al.

0.3

0.4




Podsumowanie

s\W zawiesinach wazna role odgrywajg oddziatywania hydrodynamiczne, ktore sg
dtugozasiegowe, wielociatowe, bliskie czastki silnie oddziatujg

sBrak rozsgadnej metody fizyki statystycznej do wyznaczania wspotczynnikow
transportu obejmujacej trzy powyzsze cechy

sRozwiniecie pierscieniowe — obejmuje trzy powyzsze cechy juz w niskim

rzedzie rozwiniecia

We wspotpracy z prof. Bogdanem Cichockim z
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego




Polskie Towarzystwo Fizyczne | Wydzial Fizyki Uniwersytetu WarszawsKiego
majg zaszezyt zaprosic na wyKlad prof. dr. hab. Bogdana CichocKiego

O Marianie SmoluchowsKim na trzy lata
przed setng rocznicg Smierci.

WyKTad odbedzie sig 19 maja 2014 1. 0 godz. 16.30 w Sali Duzej Doswindczalnef
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego przy ul. Hozej 69,

Prezes Tobkiago Touarsystun Fizyezn oo Dredefo Wpdzdalu Fizyh Uninemgtety WanzausKiggo
prof. drfiad. Katarsya ChaTasiiolp- Macukpar prof. drfiab. Teresa Reqea-Urban



Powtarzajace struktury 7"

Tz'fr'r Tzrr (1 . [hG] Tér]\'i;[)_l

Operator Clausiusa-Mossottiego

Przyblizenie Clausiusa-Mossottiego: Tg]\z ~ nM
Ti?“r Tzrfr ( [hG ] zfr'r ) 1
RCM RCM

Zrenormalizowany operator Clausiusa-Mossottiego

Uogodlnione przyblizenie Clausiusa-Mossottiego: TJZ%TC?;’M ~nB

T
Metoda przyblizona: w oparciu o przyblizone rownanie na TRCM



Zrenormalizowany operator Clausiusa-Mossottiego

T]i{g’M = ZTJi%TgM,ra
r=0
T (RR) = 3 / dCin (C1) S1(C1; R, RY),
C1

T]i%rg'M,l (R7 Rl)

Z /dCldCQ/d3R1d3R2 [H(Cl|02) —h(Rl,RQ)] X
C1,C2

xn (C1) S1(C1; R, Ry )Gerr (R1, Ry)n (Co) S1(Co; Ra, RY),

Przyblizenie jednopierscieniowe
Conajwyzej jeden pierscien w TH%, .
Conajwyzej dwuciatowe oddziatywania w Sy

Przyblizenie Kirkwooda na trojciatowg funkcje korelacji:
n (123) =~ n’g (12) g (13) g (23)
Renormalizcja oddziatywan dwuciatowych:

S](IQ)— > BS[(IQ)B T — nB + BTiTTB
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