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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Niektére pltyny w przyrodzie sprawiajg wrazenie ukladéw, ktére w budowie na poziomie ato-
mowym podobne sg do wody. W rzeczywistosci jednak uklady te sktadajg sie z kilku faz.
Przykiadem takiego ptynu jest mleko.

Mleko jest jednorodng substancja, przypominajaca w swoim przeplywie - na przykiad przy

Rysunek 1.1: Szklanka mleka

mieszaniu lyzka - wode. Powigkszenie przywolanej tu substancji pod mikroskopem (ry-
sunek w pierwsze]j kolejnoséci uwidacznia sferyczne czastki thuszczu, o promieniu rzedu
mikrometréw - zatem duzo wiekszym niz rozmiar atoméw.

W tym miejscu mamy do czynienia z trzema charakterystycznymi skalami diugo$ci. Na-
jwieksza - to skala charakteryzujaca rozmiar rozwazanego ukladu, jest to okoto 107!m dla
szklanki mleka, nastepnie - skala charakteryzujaca érednice czastek tluszczu rzedu 10~5m
oraz skala atomowa, rzedu 107%m. Mozliwe jest tez wyréznienie innych skal dlugoéci, ktére
na tym etapie pomijam. Istotnym elementem jest tu natomiast fakt rozdzielenia skal dtugosci:

1079 < 107%m <« 107 'm. (1.1)



Rysunek 1.2: Zdjecie nieprzetworzonego mleka [48]. Skala: 5 pm.

Zmnaczacy klasg uktadow, w ktérych wystepuje takie rozdzielenie skal sa miedzy innymi zawie-
siny.

Zawiesina to uktad zlozony z czastek o rozmiarach rzedu co najmniej 1nm znajdujacych
sie w cieczy [75]. Uklady te wystepuja w przyrodzie bardzo czesto oraz maja szerokie zas-
tosowanie w przemy$le. Przykladem takiego ukladu jest czekolada [66], natomiast amortyza-
tory samochodowe ilustruja przemystowe zastosowanie zawiesilﬂ.

W przypadku wymienionych ukladow istotne sa procesy zachodzace na najwigkszej skali
dtugosci. Przykladowo producentom czekolady, ze wzgledéw estetycznych i smakowych, za-
lezy na tym, aby czekolada stawala si¢ pltynna dopiero w temperaturze jamy ustnej, a nie w
temperaturze pokojowej [47]. Konstruktorzy amortyzatoréw daza natomiast do kontrolowa-
nia lepkoéci zawiesiny (cieczy magnetycznej) poprzez dzialanie pola magnetycznegoﬂ Pojawia
si¢ wiec naturalne pytanie - jak zaleza wlasnosci zawiesin na najwickszej skali dlugosci od jej
struktury na skali posredniej? Wyjasnieniem tego zagadnienia zajmuje sie fizyka statysty-
czna, ktorej zadaniem jest przewidzenie zachowania duzych skupisk na podstawie zachowania
poszczegolnych skltadnikéw wchodzacych w sktad tychze skupisk [5].

W przypadku zawiesin, fizyke statystyczna mozna zastosowa¢ na dwoéch poziomach. Po

INiektére koncerny samochodowe od kilku lat oferujg amortyzatory, ktérych konstrukcja oparta jest na
zawiesinie czastek magnetycznych. Informacje dostepne sa na stronach internetowych takich koncernéw jak
Audi czy General Motors.

W internecie dostepne sg filmy obrazujgce prace tych amortyzatoréw. Przykladowo
"http://www.youtube.com/watch?v=48m1_otpD9c"



skala atomowa skala posrednia,
opis mikroskopowy opis makroskopowy,
wspétczynniki transportu

skala eksperymentuy,

opis makroskopowy,
efektywne wspotczynniki
transportu

skala posrednia,
opis mikroskopowy

Rysunek 1.3: Przejscie od opisu mikroskopowego do makroskopowego.

pierwsze, przechodzac od opisu atomowego do opisu osrodka na skali poSredniej - gdzie,
w przypadku mleka, widoczne sa czastki tluszczu zawieszone w plynie. Po drugie, prze-
chodzac z opisu na skali poSredniej do opisu na skali eksperymentu. Przy przejsciu do opisu
na wyzszej skali dlugoSci zazwyczaj pojawiaja sie wspotczynniki charakteryzujace wtasnosci
transportu ukladu na tej skali. Wspdtczynniki te okreSlane sa mianem wspdlczynnikéw
transportu (np.: lepko$¢), jeSli przejécie nastepuje od skali atomowej do poSredniej [74],
oraz mianem efektywnych wspélczynnikéw transportu (np.: lepko$c efektywna), jesli
przejécie nastepuje od skali poSredniej do skali eksperymentu [78]. Zaréwno w jednym jak i
drugim przypadku bedziemy méwic, ze przejScie nastepuje z poziomu mikroskopowego [8], [89]
do makroskopowego [88], tak tez bedziemy okre§la¢ réwnania rzadzace zachowaniem uktadu
na danym poziomie opisu. Schematycznie przedstawia to rysunek .

1.1 Zawiesina sztywnych kul

Wracajac do problemu zwiazku wiasnoSci zawiesiny na najwigkszej skali dlugosci z jej budowsa
na skali poSredniej, czyli pytania - w jaki sposéb takie cechy, jak rozmiar czastek, ich ksz-
talt, oddzialywania miedzy nimi (e.g. elektrostatyczne, magnetyczne), rozklad tych czastek
etc. wplywaja na makroskopowe zachowanie zawiesiny. JeSli zagadnienie to nie zostanie
rozstrzygniete dla uktadu mozliwie najprostszego, niemozliwe stanie si¢ zrozumienie bardziej
skomplikowanych ukladéw. Mozliwie najprostszym uktadem w tym przypadku jest mono-
dyspersyjna zawiesina sztywnych kul. Jest to zawiesina, w ktérej sferyczne czastki na
poéredniej skali maja jednakows wielko$¢ i oddzialywuja ze soba tak, jak sztywne kule [51].
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Rysunek 1.4: Pojemnik z sedymentujaca zawiesing w polu grawitacyjnym.

1.2 Efektywne wspélczynniki transportu. Eksperyment

Zawiesina sztywnych kul jest przedmiotem wielu badan eksperymentalnych i teoretycznych,
nie wykluczajac obliczen numerycznych. W badaniach tych gléwng uwage przyciaggaja miedzy
innymi wspdétezynniki sedymentacji K oraz lepkosci efektywnej n,,,. Sa to jednoczesnie efek-
tywne wspolczynniki transportu wystepujace w réwnaniach makroskopowych [41], [87] opisu-
jacych zawiesing na najwickszej skali dlugoSci.

Wprowadzajac wyzej wymienione wspoétczynniki, nalezy zaznaczy¢, ze wspélczynnik
sedymentacji charakteryzuje reakcje zawiesiny na dzialanie zewnetrznej sity (np. sity grawi-
tacji) i wyraza sie poprzez Srednia predko$¢ opadania czastek mierzong wzgledem predkosci
zawiesiny. Zjawisko sedymentacji od dawna stosowane jest w medycynie jako narzedzie dia-
gnostyczne [69]. Jeli jednorodna zawiesina, zlozona z N czastek, znajduje si¢ w zamknie-
tym pojemniku, to érednia predkos$¢ zawiesiny (v) = 0, a wspélczynnik sedymentacji mozna

wyrazi¢ ponizszym wzorem
1
(v2v)

gdzie V; to predkosci poszczegdlnych czastek, a stala Vy oznacza predko$¢ opadania po-
jedynczej czastki w nieskonczonym plynie pod dzialaniem rozwazanej tu zewnetrznej sity.
Symbol () oznacza procedure uéredniania, ktéra omawiana bedzie w dalszej czeSci niniejszej
rozprawy. Eksperymentalny ukiad, wykorzystywany do wyznaczania wspétczynnika sedymen-
tacji, pogladowo przedstawia rysunek . Typowa zaleznos¢ wspotczynnika sedymentacji
od utamka objetosciowego ¢, ktéry zdefiniowany jest jako stosunek objetoSci czastek %mﬁN
do objetosci calego ukladu V,

1
K=— 1.2
‘/E) ? ( )

Qb = §7Ta3v, (13)

obrazuje rysunek ([1.5]).
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Rysunek 1.5: Zaleznos¢ wspoétezynnika sedymentacji K od utamka objetoSciowego ¢ zawiesiny
[99], [70]
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Rysunek 1.6: Przeplyw Scinajacy przy pomiarze lepkosci. Wektory charakteryzuja pole pred-
koSci zawiesiny.

Utamek objetosciowy ¢ nie jest jedynym czynnikiem majacym wplyw na wartosS¢ wspoélczyn-
nika sedymentacji. Wazng role odgrywa tu réwniez struktura samej zawiesiny - przez co
rozumie sie tutaj sposob rozlozenia czastek wzgledem siebie - opisywana funkcjami korelacji
[93]. W eksperymentach Xue i wspétautoréw, przytoczonych na rysunku (1.5), wspétczyn-
nik sedymentacji mierzony jest w sytuacji, gdy rozktad czastek jest stacjonarnym rozkltadem
nierdwnowagowym.

Wspélczynnik lepkosci efektywnej pojawia sie w problemie Scinania zawiesiny pogla-
dowo przedstawionym na rysunku , gdzie zaznaczony zostat uklad wspétrzednych oraz
pole predkoSci zawiesiny (v). Wspélczynnik ten ma takie same znaczenie, jak wspotczyn-
nik lepkosci w przypadku ruchu cieczy umieszczonej miedzy dwiema plaszczyznami. Dla
zadanego przeptywu Scinajacego o gradiencie 0, (v,) , okre§la on sile na jednostke powierzchni
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Rysunek 1.7: Wyniki pomiaréw lepkoSci efektywnej (high shear viscosity [75]) dla dwéch
monodyspersyjnych zawiesin rézniacych sie rozmiarem czastek [91].

0, potrzebng do utrzymania tego przeptywu, wedlug ponizszego wzoru

Opy — ﬁeffaz <V$> . (1.4)

Podobnie jak w przypadku wspélczynnika sedymentacji, wspélczynnik lepkosci efektywnej za-
lezy nie tylko od ulamka objeto$ciowego, ale réwniez od struktury zawiesiny [75]. Wyniki po-
miaréw lepkosci efektywnej zawiesiny sztywnych kul dla rozkladu nieréwnowagowego, przed-
stawione sa na rysunku

Znamiennym jest, ze lepko§¢ efektywna zawiesiny ro$nie wraz ze wzrostem utamka obje-
tosciowego i dla pewnej wartoSci bliskiej maksymalnemu upakowaniu kul, staje si¢ osobliwa
[23].

1.3 Uklad rozwazany w rozprawie. Opis mikroskopowy

Opis ukladu na skali poéredniej, dalej nazywany opisem mikroskopowym [8], nalezy zaczaé
od zdefiniowania ukladu rozpatrywanego w niniejszej rozprawie doktorskiej. Rozwazany tu
uktad to zawiesina sktadajaca sie z N sztywnych kul o promieniu a, umieszczonych w potoze-
niach kolejno oznaczanych wektorami Ry, ..., Ry, otoczonych nieskonczonym niutonowskim
pltynem o lepkosci kinematycznej n [9]. Czastki spelniaja réwnania kulistej bryty sztywnej,
natomiast pltyn opisywany jest réwnaniem Naviera-Stokesa [9]:

p(r,t) W = —Vp(r,t)+nAv (r,t) + Fo (r,1), (1.5a)
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uzupelionym réwnaniem ciggloSci - prawem zachowania masy

dp (r,1)
dt

= —p(r, )V -v(1,1), (1.5b)

gdzie zastosowane oznaczenia to: v (r,t) na predkoS¢ cieczy, p (r,t) na jej gestoS¢ oraz Fy (r, t)
na rozklad sity dzialajacej na jednostke objetosci ptynu w punkcie r [50]. Réwnania te sg
stuszne dla potozenia r trafiajacego na plyn i musza by¢ uzupelnione odpowiednimi warun-
kami brzegowymi zachodzacymi na powierzchni kontaktu czastka - ciecz.. Dla uproszczenia
przyjete zostaly warunki przylegania (stick boundary conditions), w ktérych ciecz na brzegu
kul porusza si¢ tak jak ich powierzchnia

v(r,t) =V, (t)+ Q2 ((t) x (r —Ry) dla |r — R;| = q, (1.6)

gdzie V; (t) oraz Q; (t) oznaczaja odpowiednio predko$é translacyjnag i katowa i-tej kuli [22].

1.3.1 Zaniedbanie efektéw bezwladnosci

W przypadku przeplywéw powolnych, efekty bezwladnoéci w réwnaniach (1.5) odgrywaja
marginalng role, a ciecz plynie jakby byla niescisliwa (aspekt ten oméwiony bedzie szerzej
d

w nastepnym akapicie). W konsekwencji wyrazy zawierajace pochodne substancjalne 7 sa

zaniedbywalne: réwnanie Naviera-Stokesa przechodzi w (stacjonarne) réwnanie Stokesa [54]
0=—-Vp+nAv +Fy, (1.7a)

a prawo zachowania masy (przy przyjeciu dodatkowego zatozenia o jednorodnej gestosci ptynu)
wyraza si¢ przez warunek na przeptyw bezzrédiowy

0=V.v. (1.7b)

Zaniedbanie efektéw bezwtadnos$ci w powyzszych réwnaniach ma daleko idgce konsekwencje,
gdyz wéwczas ptyn natychmiastowo ’dopasowuje sie¢’ do ruchu czastek. Ponadto zaniedbanie
efektéw bezwladnosci czastek powoduje, ze zewnetrzne sity dzialajace w uktadzie oraz poloze-
nia kul jednoznacznie determinujg ruch calej zawiesiny. Obrazuje to ponizszy schemat:

rozwigzanie stacjonarnych

R:;,....R zewnetrzne sity = , ,
Ly-wey LN, ¢ y réwnan Stokesa

(1.8)

Wspomniang wyzej redukcje réwnania Naviera-Stokesa oraz redukcje réwnania ciaglosci
mozna przedstawi¢c w nastepujacy sposéb. Nalezy zaczac od zapisania tych réwnan w jawnej
postaci, rozpisujac pochodne substancjalne:

pa—‘; +p(v:-V)v=-=VptnAv + Fo, (1.9)
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dp

ot
Zaniedbanie efektéw bezwladnosci opisane w poprzednim paragrafie oznacza, ze wyrazy a—‘t’,
(v-V)voraz % daza do zera w poréwnaniu z resztg wyrazéw w danym réwnaniu. Zanikanie
tych wyrazéw mozna przesledzi¢ rozwazajac ruch pojedynczej kuli w ptynie pod dzialaniem
sity. Efekty bezwladno$ci moga byt mierzone przy pomocy trzech parametréw, ktére na-
turalnie pojawiaja sie przy rozpatrywaniu tego zagadnienia. Sa to parametry okreslajace
jednoczesnie charakterystyczne skale czasu dla zawiesiny:

—V - (pv). (1.10)

e czas propagacji dzwigku na odlegtoS¢ promienia czastki
a
c= -, 1.11
re=1 (111)

gdzie ¢ to predkos¢ dzwieku,

e czas charakteryzujacy dyfuzyjne rozchodzenie sie zaburzenia pola predkosci
a’p
Ty = —, (1.12)
oo

e czas Stokesa, czyli czas przebycia drogi réwnej promieniowi czastki poruszajacej sie z

charakterystyczna predkoscia Vj,
a

Ts (1.13)
Pewne aspekty omawianej tu redukcji rownan przyspozyly wiele kontrowersji, o ktérych

nie bedzie tutaj mowy [49]. Tym niemniej, w przypadku ruchu pojedynczej kuli, do redukcji

réwnan dochodzi, jesli nastepuje rozdzielenie wyzej wymienionych skal czasu, mianowicie

Te L Ty L Tg. (1.14)

Przykladem takiego uktadu jest czastka o promieniu 10um sedymentujaca w wodzie, gdyz
wymienione skale rozdzielaja si¢ wedlug ponizszego wzoru [76]

0.3 x107%s < 0.25 x 1075 < 1.8 x 107 's. (1.15)

W tej sytuacji, zaburzenie w ukladzie (np. na skutek ruchu czastki) w pierwszej kolejnosci
wywoluje propagacje szybko rozchodzacych sie fal dzwigkowych [42]. Nastepnie propagacja
zaburzenia ma charakter dyfuzyjny i jest opisywana skala czasu 7, [43]. Skala ta musi by¢
rozdzielona od czasu Stokesa 7g, gdyz w przeciwnym wypadku wyraz nieliniowy w réwnaniu
Naviera-Stokesa zaczyna odgrywat wazng role. Efekt ten czeSciej w literaturze mierzony jest
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liczbg Reynoldsa Re [96], ktéra wyraza sie przez stosunek skali czasu Stokesa 75 1 dyfuzyjnego
rozchodzenia si¢ pola predkosci 7,

Re— Tn _ &Vop

1.16
TS n ( )

W niniejszej rozprawie przyjmujemy zalozenie, ze podobna redukcja zachodzi w przypadku
zawiesiny, a nie tylko dla pojedynczej czastki.

Reakcja uktadu w danym mikrostanie, opisana powyzej, stanowi podstawowy element
opisu mikroskopowego. Drugim skladnikiem tego opisu jest rozklad prawdopodobienstwa
wystapienia mikrostanéw

p(Ry,...,Ry). (1.17)
W ogélnosci rozklad ten moze zaleze¢ od czasu, ale w niniejszej pracy za rozklad praw-
dopodobienstwa p (Ry,...,Ry) przyjmiemy rozklad réwnowagowy. Warto jednak wspom-

nie¢, ze wyznaczenie wlasnoéci tego rozkladu (np. dwucialowej funkcji korelacji) w sytu-
acji nieréwnowagowej, np. w problemie sedymentacji, jest zagadnieniem skomplikowanym i
dopiero w ostatnich latach zostal rozwiazany problem nier6wnowagowy dla zawiesiny o malym
utamku objetosciowym [77]. Wynik istotnie rézni si¢ od sytuacji réwnowagowe;j.

1.4 Oddzialywania hydrodynamiczne

Reakcja ukladu na zewnetrzne pole, gdy znajduje sie on w danym stanie mikroskopowym,
stanowi wazny element opisu mikroskopowego. Wyznaczenie tej reakcji sprowadza sie do
rozwigzania réwnan (1.7)).

Jednym z pierwszych problemoéw rozwiazanych w ramach tych réwnan jest obliczenie pred-
koSci sztywnej kuli o promieniu a w lepkiej cieczy, bedacej pod dzialaniem sity grawitacyjne;j.
Zagadnienie to zostalo rozwigzane przez Stokesa [86] - ustalil on, ze kula opada pionowo, ze
stalg predkoscig V; zwiazang z dzialajaca na nig silg oporu cieczy —F';, wedlug ponizszego
wzoru

Vi =poFy =

F 1.18
67T?7a 1, ( )

natomiast przeplyw wokot kuli ma nastepujaca postac

3/(a a 3/a ad
=|-l-+—)1+-(-——|ff| Vi. 1.19
v (r) {4 (r+3r3> +4 (7" r3>rr} ! (1.19)
Zmamienne, ze przy takim ruchu pole predkosci ptynu daleko od czastki zanika odwrotnie
proporcjonalnie do odlegtosci od kuli.
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Analogiczne zagadnienie opadania w polu grawitacyjnym, z udzi-
e alem dwdéch kul, ma zaskakujace rozwigzanie. W Kkonfiguracji
f pokazanej na rysunku obok, kule opadaja uko$nie w lewa strone
tak, jak to obrazuja wektory. Przyczyna tego uko$nego ruchu staje
sie jasna, jeSli, za Smoluchowskim [85], zastosujemy metode odbi¢:
o czastka dolna znajduje sie w przeptywie indukowanym przez czastke
/ gérng i na odwrét. Ten indukowany przepltyw dany jest - w przy-
blizeniu - réwnaniem (1.19)), a zastosowanie metody odbi¢ prowadzi
do dwéch wnioskéw. Pierwszy z nich, ze ruch kul bedzie postepowal
uko$nie, a drugi, ze dwie czastki opadaja szybciej niz jedna. Przyklad ten dobitnie pokazuje,
ze obecno$t jednej czastki moze znacznie zmieni¢ ruch drugiej, pomimo, ze czastki te nie
dzialaja na siebie zadna bezpo$rednig sila (np. elektorstatyczna), a oddziatujg ze soba tylko
przez ptyn. Oddzialywania te nosza nazwe oddzialywan hydrodynamicznych.
W rozwazanym problemie opadania grawitacyjnego oddzialywania hydrodynamiczne okreSlone
sg poprzez macierz ruchliwosci p, ktéra wigze ze sobg predkosci czastek Vi, Vs, z dzialajacymi
na nie sitami zewnetrznymi Fq, F»

[X; } — 1 (Ri,Ry) [ ?; } . (1.20)

Macierz ta zalezy jedynie od polozenia czastek R, Ro, nie zalezy natomiast od predkosci kul,
co jest konsekwencja zaniedbania efektéw bezwladnoSci czastek i ptynu. Oddzialywania hyd-
rodynamiczne komplikuja dynamike ukladu ztozonego z wiekszej iloéci czastek [52]. Podobnie
jak w przypadku jednej i dwoch kul, takze w ukladzie ztozonym z N kul, predkosci czastek

Vi1,...,Vy zwigzane sa z dzialajacymi na nie sitami F', ..., F y poprzez macierz ruchliwosci
w [32]:

Vl F1

VN FN

Macierz ruchliwo$ci wystepujaca w powyzszym wzorze ma trzy charakterystyczne
cechy (sa to takze cechy oddzialywan hydrodynamicznych):

e dlugozasiegowosc,
oznacza to, ze zachowanie uktadu w danym punkcie przestrzeni zalezy od jego ksztattu,
bez wzgledu na odleglo$¢ tego punktu od brzegéw uktadu [85];

¢ wielocialowoSsc¢,
na poziomie macierzy ruchliwosci znaczy to, ze dla trzech i wiecej czastek, macierz ta
nie moze by¢ wyrazona jako suma obiektéw co najwyzej dwucialowych:
p(Ri Ry Ry) # pV(Ry) + pM2 (Ry) + ™ (Ra) +
p? (Ri, Ro) + pP' (R, Rg) + 1@ (R, Ry),
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e silne oddzialywanie bliskich czastek (lubrykacja),
ma to swoje odbicie przy prébie zetkniecia ze sobg dwdéch bliskich kul, zblizanie ich do
siebie ze stala predkosciag wymaga sily rosnacej nieograniczenie wraz ze zmniejszaniem
odlegto$ci miedzy powierzchniami tychze kul [53].

1.5 Czynnik hydrodynamiczny i ruchy Browna

Wazna wielkoScig zwigzang z omawianym wyzej zjawiskiem sedymentacji jest czynnik hydro-
dynamiczny, ktéry zdefiniowano ponizszym wyrazeniem [68]

H(q) = N%o <Z a-p; (Ri.. . Ry)-qexpliq(R; — Rj)]> . (1.22)

Czynnik ten réwny jest sredniej predkosci czastek w zawiesinie w sytuacji, kiedy ich ruch
wywolany jest dzialajaca na czastki silg

Fgexp (qr), (1.23)

przy czym predkoSc ta podzielona jest przez predkosc Stokesa jiyF'. Czynnik hydrodynamiczny
zawiera zalezno$¢ od wektora falowego g. Szczegdlnie wazne sg tu dwa przypadki graniczne dla
malych i duzych diugo$ci tego wektora. W pierwszym przypadku czynnik hydrodynamiczny
przechodzi w omawiany wyzej wspétczynnik sedymentacji K

H(0) = K, (1.24)

co wynika z faktu, ze sila dzialajaca w ukladzie staje si¢ jednorodna. W drugim przypadku -
dla duzych wartoSci wektora falowego - czynnik hydrodynamiczny okresla Srednig ruchliwo$é
jednej czastki w obecnosci czastek otaczajacych.

W dotychczasowych rozwazaniach zaniedbana zostata kwestia brownowskich ruchéw czastek.
Jest to przypadkowy ruch kul bedacy efektem wielokrotnych termicznych zderzen z czasteczkami
otaczajacego je ptynu [93]. Zjawisko to, zwane dyfuzja, nasila si¢ wraz ze zblizaniem sie
dlugosci promienia czgstki do rozmiaréw atomowych. Dla malych czastek jest ono zasad-
niczym czynnikiem ksztaltujacym efektywne wspélczynniki transportu. Miarg wptywu ruchéw
Browna na zachowanie zawiesiny jest skala czasu 7p, ktéra charakteryzuje $redni czas prze-
mieszczenia si¢ czastki na odleglo$c jej promienia

(1.25)

gdzie Dy jest staly dyfuzji pojedynczej czastki w plynie. Stata ta w rozwazanej sytuacji
zwiazana jest z temperatura cieczy 1" oraz ruchliwo$cia pojedynczej czastki p, relacja

Dy = pokpT, (1.26)
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w ktérej uzyto statej Boltzmanna kg o wartosci 1.38 x 1072 J/K.

Wprowadzony wyzej czynnik hydrodynamiczny H (q) zajmuje wazne miejsce w opisie
zawiesin brownowskich, gdyz charakteryzuje on ich zachowanie w rezimie krétkich czaséw.
Widoczne to jest wyraznie na przykladzie takiej wielkosci fizycznej, jak dynamiczny czynnik
struktury S. (q,t), ktérego definicje zamieszczono ponizej

Se(a.0) = <Z exp lia: (R, (1) - R; <o>>]> . (127

lLj=1

W powyzszym wyrazeniu R, (t) oznacza polozenie danej czastki w chwili czasu t. Dla czasut =
0 dynamiczny czynnik struktury nazywa sie¢ statycznym czynnikiem struktury, a oznaczany
bedzie dalej S, (q) .

Odpowiednim opisem zawiesin czastek brownowskich jest opis na poziomie dynamiki
Smoluchowskiego, ktéry nie bedzie omawiany szerzej na stronach niniejszej rozprawy. Przy-
wolane tutaj zostang te elementy dynamiki Smoluchowskiego, ktére unaocznig zwiazek dy-
namicznego czynnika struktuy S, (q,t) z wprowadzonym wyzej czynnikiem hydrodynamicz-
nym H (q).

Ot6z dynamiczny czynnik struktury S.(q,t) dla odpowiednio krétkich czaséw zanika
wedtlug nastepujacego wzoru [36], [68], [82)]:

Se(@,t) = Se (q) e~ P, (1.28)

Zanik ten scharakteryzowany jest wspoélczynnikiem dyfuzji kolektywnej D2 (q), ktory w ra-
mach omawianej tu dynamiki zwigzany jest z czynnikiem hydrodynamicznym H (q) :

H (q)
Se(a)

Roéwnanie to jest konsekwencja faktu, ze dla rozwazanych czaséw sluszne jest rozwiniecie
w kumulantach czasowych wzoru , a zgodnie z dynamika Smoluchowskiego, pierwszy
kumulant zawiera miedzy innymi macierz ruchliwosci, dajaca dalej czynnik hydrodynamiczny
[68].

Dla zerowej dlugosci wektora falowego q, ostatnie réwnanie wyraza zwiazek wspétczynnika
dyfuzji kolektywnej ze wspélczynnikiem sedymentacji K (patrz réwnanie (1.24)))

K
D? = Dy———.
¢ 7Y5.(0)

D7 (q) = Do

(1.29)

(1.30)

Dla duzych dlugosci wektora falowego q w réwnaniu (1.29) pojawia sie za§ wspotczynnik
samodyfuzji czastki D::

Di = DyH (¢ — +00), (1.31)
przy czym wykorzystano fakt, ze czynnik struktuy S, (¢ — 4+00) — 1. Wspdlezynnik samody-
fuzji charakteryzuje dyfuzje jednej czastki w obecnosci czgstek otaczajacych.
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Wymienione tu wielkoSci - statyczny i dynamiczny czynnik struktury - sa mierzalne w
eksperymentach z rozpraszaniem $wiatla. Okazuje sie bowiem, ze funkcja autokorelacji in-
tesywnos$ci rozproszonego $wiatla zwiazana jest z dynamicznym czynnikiem struktury S. (q, t)
[36]. Daje to wiec mozliwo$¢, zgodnie z powyzszym opisem, eksperymentalnego wyznaczenia
czynnika hydrodynamicznego. 7 drugiej strony czynnik hydrodynamiczny okresla wptyw odd-
zialywan hydrodynamicznych na ewolucje uktadu - zaniedbanie tychze oddzialywan prowadzi
do wyrazenia H (q) = 1. Eksperymenty z dynamicznym rozpraszeniem $wiatla stwarzaja za-
tem mozliwos¢ oceny - jaka role peinig oddzialywania hydrodynamiczne w badanej zawiesinie
brownowskiej.

Omawiang tutaj kwestie wspoétczynnikéw transportu w zawiesinie brownowskiej zakonczy
przytoczenie faktu, ze lepkos¢ efektywna zawiesiny brownowskiej wyznaczana w granicy duzych
czestosci przeptywu $cinajacego (kiedy rozklad czastek jest rozkladem réwnowagowym) odpowiada
lepkosci zawiesiny niebrownowskiej o tym samym utamku objetosciowym i rowniez rozktadzie
réwnowagowym [92], [28]. Miedzy innymi taka sytuacja rozpatrywana bedzie w niniejszej
rozprawie.

1.6 Metody wyznaczania wspélczynnikéw transportu

Wyznaczanie efektywnych wspétczynnikéw transportu zawiesin ma trwajaca ponad sto lat
historie, w trakcie ktérej pojawito sie wiele przyblizonych metod. Metody te skoncentrowane
byly na wyznaczeniu rozkladu czastek, badz oddziatywan hydrodynamicznych, poniewaz oba
te elementy determinujg wspotczynniki transportu. Ponizsze rozwazania stanowig ograniczony
przeglad metod, ze wzgledu na przyjete w niniejszej rozprawie zalozenie, ze czastki opisywane
sa rozktadem réwnowagowym. Pominigte natomiast zostaly te prace, w ktérych wyznaczany
jest rozklad czastek w réznych sytuacjach.

Lepkos$t efektywna zawiesiny sztywnych kul dla matych utamkéw objetoSciowych wyzna-
czona zostala po raz pierwszy przez Einsteina [38]. Wyraza si¢ ona nastepujacym wzorem

Mot 5
— =14+=-0+... 1.32
n 2 (3)

W najnizszym rzedzie rozwiniecia wirialnego wystepujacym w powyzszym wzorze (wspotczyn-
nik g), istotna jest reakcja jedynie pojedynczej czastki. Wyznaczenie wspélczynnika rzedu
#?, przy ktérym nalezy uwzgledni¢ dwucialowe oddzialywania hydrodynamiczne, okazalo sie
znacznie trudniejszym zadaniem ze wzgledu na dwie cechy oddzialtywan hydrodynamicznych:
dhugozasiegowosc i lubrykacje. 7Z tego powodu wyznaczenie rozwiniecia wiralnego lepkosci
efektywnej w drugim rzedzie zajelo kilkadziesiat lat [72],[10]

Mot

5
= 1+§¢+5.2¢2+... (1.33)
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W tym samym czasie Batchelor obliczyl rozwiniecie wirialne dla wspélczynnika sedymentacji
7]
K=1-6.55¢+... (1.34)

W powyzszych obliczeniach szczegélny problem stanowita dlugozasiegowos¢ oddziatywan hyd-
rodynamicznych. Rozwigzaniem tego problemu na poziomie dwdéch kul okazalo sie zas-
tosowanie pewnej procedury renormalizacji - przez Michelsa okreSlang przydomkiem ’ad hoc’
[65]. Procedura ta jednak eliminuje problem tylko na poziomie dwucialowych oddzialy-
wan hydrodynamicznych [67]. Trudnosci z dtugozasiegowymi oddziatywaniami hydrodynam-
icznymi zostaly w pelni rozwiazane dopiero przez Felderhofa i wspétautoréw [44], przy wyko-
rzystaniu metody rozkladu grupowego. Obecnie w literaturze dostepne sa tez wyniki rozwinie-
cia wirialnego zawierajace wyrazy tréjcialowe, ktére dla wspéleczynnikéw lepkosci efektywnej
[33] oraz sedymentracji [25] maja odpowiednio postac

5
Oeft _ 1 4 50+ 5.0023¢° + 9.09¢° + . . ., (1.35)
1

oraz
K =1-6.546¢ + 21.918¢% + ... (1.36)

Dotychczas wymienione zostaly dwie metody wyznaczania wspoétczynnikéw transportu
stosowane w zawiesinach, sa to: rozklad grupowy i rozwinigcie wirialne. Metody te stuszne
sa jednak tylko dla zawiesin o malych i posrednich utamkach objetosciowych (do okoto 10%
w przypadku wspétczynnika sedymentacji). W polowie dwudziestego wieku w fizyce zawiesin
Saito wprowadzil teorie pola $redniego. Uzyskat on wyrazenie na lepkos¢ efektywng ponizszej
postaci [79]

N _ 1+ %qb

no 1=9¢
Nastepnie wynik Saito stal sie podstawa kolejnej metody wyznaczania lepkosci efektywnej
[13], [12] polegajacej na obliczeniu tzw. funkcji Saito S (¢) zdefiniowanej wzorem

. (1.37)

Net — 1
L %1+ S , 1.38
S =0+ S (0) (138)

ktéry przechodzi w wyrazenie dla S (¢) ~ 0. Autorzy wyzej wymienionych prac podali
mikroskopowe wyrazenie na te funkcje, jednocze$nie wyznaczajac ja w sposéb przyblizony
uwzgledniajac przy tym dwucialowe wyrazy w funkcji Saito.

Kolejna metoda, ktéra nalezy tu przyblizy¢ to metoda Beenakkera-Mazura, zwana réwniez
teorig dv (czyt. 'delta gamma’). Jest ona oparta na rozwinieciu w zrenormalizowanych fluk-
tuacjach gesto$ci [I7], [14]. Idea rozwiniecia we fluktuacjach gestosci zostala przeniesiona
z teorii dielektrykow i rozwinieta na polu zawiesin. Polegalo to na przesumowaniu tzw.
samokorelacji - stad stowo 'zrenormalizowane’ w opisie tej metody. W ramach tej teorii wyz-
naczone zostaly wszystkie wielkosci charakteryzujace zawiesing, relewantne z punktu widzenia
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niniejszej rozprawy - wspélczynnik lepkosci efektywnej oraz czynnik hydrodynamiczny, ktéry
zawiera w sobie wspotczynnik sedymentacji i samodyfuzji. Teoria ¢y ma powazny mankament,
pomimo, ze wyniki otrzymane na jej podstawie w pewnym stopniu zgodne sa z doSwiadcze-
niem w szerokim zakresie utamkéw objetosciowych. Metoda ta nie zawiera poprawek lubryka-
cyjnych, o ktérych wiadomo, ze odgrywaja istotng role. Rola ta widoczna jest na poziomie
rozwiniecia wirialnego wyznaczonego z duza precyzja przez Cichockiego i wspoétpracownikéw
[4], [33], [25] opisanego w dalszych rozdzialach. Fakt zaniedbania poprawek lubrykacyjnych
w teorii 0y budzi zatem watpliwosci.

Cichocki i Felderhof przeprowadzili z kolei analize wyrazenia na wspétczynniki transportu,
w ktérym to wyrazeniu wyodrebnione zostaly powtarzajace sie struktury [26], [08] - analo-
giczna sytuacja pojawia sie réwniez w rownowagowej teorii funkcji korelacji, gdzie, zgodnie
z réwnaniem Ornsteina-Zernikego, funkcja korelacji zlozona jest z powtarzajacych sie ele-
ment6éw [51]. Autorzy wspomnianej analizy ograniczyli sie¢ do przyblizenia dwucialowego w
ramach wprowadzonej teorii, wyznaczajac lepkost efektywna oraz wspétczynniki sedymen-
tacji i samodyfuzji [27], [31]. Obliczona tak lepko$¢ efektywna rozbiega dla ulamkéw obje-
tosciowych ¢ ~ 0.36, natomiast wspoélczynnik sedymentacji staje sie zerowy juz dla koncen-
tacji ¢ ~ 0.15. Autorzy stusznie wskazuja mozliwa przyczyne niezgodnoSci wspomnianych
wynikéw z wynikami doswiadczen. Przyczyng ta jest wedlug nich - miedzy innymi - zanied-
banie wyrazéw trojcialowych w ramach zastosowanego przyblizenia. Znaczenie tych wyrazéw
staje si¢ wyrazne na poziomie rozwinigcia wirialnego, niedostepnego w czasie powstawania
wyzej wymienionych prac.

Wymienione dotychczas metody nie wyczerpuja calego dorobku naukowego obejmujacego
efektywne wlasnoSci zawiesin sztywnych kul. Gléwny nacisk zostal tutaj polozony na przy-
blizone metody systematyczne, czyli takie, w ktérych okreslono kroki prowadzace do $cislego
wyznaczenia wspétczynnikéw transportu, a przyblizenie polega na poprzestaniu na pewnym
zadanym kroku.

Warto jednak wymieni¢ chociaz kilka przykladéw metod niesystematycznych, gdyz zaj-
mujg one obszerng czeSc¢ literatury dotyczacej rozwazanego zagadnienia i stanowia inspiracje
dla metod systematycznych. Poczawszy od podejScia fenomenologicznego - w literaturze
istnieje wiele wzoréw na lepko$¢ efektywna zawiesiny na tym gruncie [56]. Do metod fenom-
enologicznych zalicza sie réwniez tzw. rézniczkowe teorie oSrodka efektywnego (differential
effective medium theory) [64], [90]. Ponadto istnieja takze teorie pola $redniego [79], [3] oraz
teorie oSrodka efektywnego (effective medium theory) [11], [24], [8S].

Oprécez metod teoretycznych, niezwykle istotnym narzedziem shuzacym badaniu charak-
terystyk zawiesin sg symulacje numeryczne [58], [I], [84], [6] ktére w pemi uwzgledniaja
dynamike ukladu. Wyniki symulacji numerycznych odzwierciedlaja wyniki eksperymentéw,
stwarzajac tym samym kryterium poréwnawcze dla teorii zwlaszcza w przypadku wielkosci,
ktore eksperymentalnie nie s osiagalne z porzadang doktadnoscia.
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1.7 Motywacja i cel rozprawy doktorskiej

Motywacja niniejszej rozprawy sa wyniki rozwiniecia wirialnego wspétczynnikéw transportu,
zaprezentowane w trzech publikacjach [4], [33], [25]. W przywolanych pracach zasadnicze
znaczenie majg obliczenia w najwyzszym rzedzie rozwiniecia wirialnego, gdzie wystepuja dwu
i tréjcialowe oddzialywania hydrodynamiczne. Wspétezynniki transportu wyrazone sg tam
poprzez sume kilku wyrazéw - diagramoéw. Przy czym w obliczeniach tych dominuja klasy
diagraméw, w ktoérych pierwsza i ostatnia czastka sa skorelowane (w szczegélnosci przekry-
waja sie). Istnienie tej dominujacej klasy diagraméw stanowi gléwny motyw podjecia badan,
ktorych owocem jest niniejsza praca. Dominujaca klasa diagraméw w omawianym rzedzie
rozwinigcia wirialnego moze takze wskazywa¢ diagramy dominujace w wyzszych rzedach, a
tym samym wskazywac - w jaki sposéb konstruowac¢ przyblizong metode wyznaczania charak-
terystyk zawiesin dla wigkszych utamkéw objetoSciowych.

Celem rozprawy doktorskiej jest zatem stworzenie systematycznej metody wyznaczania
kréotkoczasowych charakterystyk zawiesin o duzych utamkach objetoSciowych. Do tych charak-
terystyk zaliczaja sie krétkoczasowe wspélezynniki transportu (sedymentacji i samodyfuzji),
wspotczynnik lepkosci efektywnej (high frequency viscosity) oraz czynnik hydrodynamiczny.
Ponadto metoda ta powinna w prosty sposéb uogdlniac si¢ na czastki inne niz sztywne kule
- na przyklad krople badz sferyczne polimery.

1.8 Szkic rozprawy doktorskiej

W rozdziale drugim niniejszej rozprawy doktorskiej przedstawiony zostanie uogélniony prob-
lem ruchliwosci, ktéry polega na wyznaczeniu ruchu czastek zawiesiny oraz dzialajacych na
powierzchni tychze czastek sit pojawiajacych sie w konsekwencji dzialajacych w zawiesinie sit
zewnetrznych. W rozwazaniach tych polozenia czastek zostang zadane. W trzecim rozdziale
problem ruchliwosci zostanie rozwigzany na poziomie makroskopowym - dla zadanego rozktadu
polozen czastek. Wprowadzone zostang réowniez wazne wielkoSci opisujace zawiesing oraz
zwiazki zachodzace miedzy nimi - kluczows role odgrywa¢ bedzie tzw. operator 7.

W nastepnym - czwartym rozdziale wyznaczona bedzie mikroskopowa posta¢ operatora
T (przez co nalezy rozumieé jego zwiazek z rozktadem czastek oraz z oddziatywaniami
hydrodynamicznymi), a kolejny rozdzial zawieraé bedzie zwigzek T z makroskopowymi
charakterystykami zawiesiny (wspdlezynniki transportu, czynnik hydrodynamiczny).

Dotychczas wymienione rozdzialy zawiera¢ beda wyniki w wickszoSci dostepne w litera-
turze. Poczawszy od széstego rozdzialu rozprawa zawiera gléwnie wyniki uzyskane przez
jej autora - wprowadzone zostanie tzw. rozwiniecie pier§cieniowe operatora 7" w rozdziale
széstym, a w siédmym przesumowane zostang powtarzajace sie struktury tego operatora 7.
Oba te rozdzialy majg charakter rozwazan Scistych.

Przyblizona metoda wyznaczania charakterystyk zawiesin sformutowana zostanie w rozdziale
6smym. Rozdzial dziewiaty zawiera wyniki sformulowanej metody, natomiast nastepny rozdziat
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zawiera poréwnanie tych wynikéw z rezultatami teorii 6.
Ostatni, jedenasty rozdzial zawiera podsumowanie niniejszej rozprawy doktorskiej.
Rozprawa zawiera dalej dodatki, w ktérych umieszczone zostaly poboczne przeksztalcenia,
pomocnicze rezultaty oraz spis wazniejszych oznaczen.
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Rozdzial 2

Uogdlniony problem ruchliwosci - opis
mikroskopowy

2.1 Wstep

W niniejszym rozdziale przedstawiony zostaje tzw. uogélniony problem ruchliwosci.
Polega on na wyznaczeniu predkoSci czastek zawiesiny oraz gestoSci sit dzialajacych na ich
powierzchi w sytuacji, kiedy dzialaja na nie znane sily zewnetrzne i momenty tych sil, a
ponadto zadany jest przeplyw cieczy.

2.2 Roéwnania podstawowe

Réwnania Stokesa (1.7)), jak pokazali Mazur i Bedeaux [62],[40], moga by¢ rozszerzone na cala
przestrzen nastepujaco:

Vp (r) — nAv (r) = Fy (r) + Z F; (r), (2.1a)
Vv =0, (2.1b)

v(ir)=U;(r) =V, +Q; x (r—R;) dla [r — R;| < q, (2.1c)
p(r)=0 dla [r — Ry| < a, (2.1d)

gdzie F; (r) oznacza rozklad sity indukowanej na powierzchni i-tej czastki. W powyzszych
réwnaniach wektor r moze wskazywa¢ dowolne miejsce w przestrzeni.
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Rozwigzanie tych réwnan mozna uzyskaé stosujac metode funkcji Greena [59]. Wéwezas
pole predkoSci zawiesiny v (r) wyznaczone jest przez dzialajace na nia sity

N
v(r) = / PG (r— 1) |Fo () + 3 Fi (1) (2.2)
=1
za pomocy tensora Oseena-Burgersa G [73] o postaci:
1 14717
Gr)= — - f= L (2.3)
8mn x| r|

Jesli w ukladzie nie ma czastek, to pole predkosci okreslone jest przez dziatajaca na pltyn
site o rozkladzie F, mianowicie

v (r) = /d?’r’G (r—1')-Fo(r). (2.4)

Przeptyw v (r) bedzie nazywany przeplywem otaczajacym czastki zawiesiny lub przeptywem
zewnetrznym.

2.3 Problem oporu dla pojedynczej czastki

Zagadnienie oporu dla jednej czastki jest dogodnym punktem wyjsciowym dla rozwigzania
problemu ruchliwo$ci zawiesiny. Zagadnienie to dotyczy sytuacji, w ktérej ruch kuli scharak-
teryzowany jest predkoScig translacyjng Vi i katowg €21, a ona sama znajduje sie w przepty-
wie zewnetrznym v (r). Centralne miejsce zajmuje tu wyznaczenie rozkladu sity Fy (r) in-
dukowanej na powierzchni czastki.

Rozwigzanie problemu oporu dla jednej czastki dostepne jest w literaturze [60], [80].
Znajdujemy tam, ze szukany rozklad sit F; (r) zwiazany jest z polem predkosci przeptywu
zewnetrznego vy (r) mierzonym wzgledem pola U; (r) charakteryzujacego pole predkosci czastki
w punkcie r, mianowicie

U (r) =Vi+ Q1 x(r—Ry), da|r—Ry <aq, (2.5)

relacja
Fi(r) = /d?’r’Zo (r — Ry, v —Ry) - (Up () — vo (1)), (2.6)

gdzie operator calkowy Zg zlokalizowany jest na powierzchni czastki. Oznacza to, ze zaréwno
rozkiad sit F'; jest zlokalizowany na powierzchni czastki, jak réwniez, ze jego wartosc zalezy
jedynie od pola predkosci Uy (r) — vg (r) dla |[r — R;| = a. Powyzsza whasno$é umozliwia
wprowadzenie opisu multipolowego, ktéry wygodny jest przy opisie zawiesin i z tego powodu
bedzie szeroko wykorzystywany w dalszej czeSci rozprawy.
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Warto w tym miejscu podkresli¢c fakt, ze w niniejszej rozprawie rozwazane sa warunki
brzegowe przylegania, dane réwnaniem , a w podanych wyzej referencjach mozna znalez¢
operator Z, odnoszacy si¢ do tej wiasnie sytuacji. Niemniej jednak mozliwe byloby rozwazenie
innych warunkéw brzegowych, na przyklad poslizgu, albo nawet szerzej - rozwazanie innych
czastek, np. kropli. W tej sytuacji jedyna potrzebng modyfikacja rozumowania przeprowad-
zonego w rozprawie, bytaby modyfikacja wynikajaca ze zmiany operatora Zg - to w tym wilasnie
operatorze zawarta jest informacja o rodzaju czastek i przyjetych warunkach brzegowych. Z
tego powodu, uzyskane w dalszej czeSci wyniki dla sztywnych kul z warunkami brzegowymi
przylegania, tatwo moglyby zosta¢ uogélnione na inne wspomniane tu sytuacje. Ograniczymy
sie tu jednak do podania odno$nikéw [20], [30] oraz [29], w ktérych mozna znalezé operator
Z, dla réznych przypadkow.

2.3.1 Baza multipolowa

W problemie oporu przedstawionym w poprzednim paragrafie wystapit rozktad sit powierzch-
niowych Fy (r). Wielkos¢ ta wygodnie jest przedstawiaé jako nieskonczenie wymiarowy wek-
tor, a nie jako funkcje zlokalizowang na powierzchni czastki. 7 taka wlasnie reprezentacja
mamy do czynienia w formalizmie multipolowym, ktérego wyczerpujacy i zwiezly opis znaj-
duje sie¢ w referencji [39].

Formalizm multipolowy opiera sie¢ na wektorowych funkcjach zespolonych w; (r) oraz

v, _(r). Indeksy [, m, o przyjmuja catkowite wartoscil = 1,...,00;m = —1I,...,l;0 =0,1,2.
Multipole tworzg ortonormalny zbiér funkcji wektorowych na sferze:

<5antno|V?,_m,U,> = 5ll’5mm’6aa’7 (27)

gdzie uzyto notacji Diraca [34] na iloczyn skalarny dwéch pél wektorowych A (r) oraz B (r):

(A|B) = /d3rA* (r)-B(r), (2.8)
a skalarna funkcja 0, (r) o postaci
8a (r)=a" 5 (Jr| — a)
ogranicza obszar catkowania do powierzchni sfery o promieniu a. Nadto v (r) stanowi zu-
pelny zbiér rozwiazan jednorodnych réwnan podstawowych, tzn. réwnan (2.1a) [2.1b)) przy

zerowych sitach. W zwiazku z powyzszym kazde pole predkoSci spelniajace te réwnania po-
siada nastepujace rozwiniecie multipolowe

Vo) = 37 37 3 (00 (Dl Vi (v = R), (29)
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gdzie multipole predkosci [vg (1)],,,, zdefiniowane sa wzorem

[v0 (D]imo = (Wimo (1) 0a (1) [Vo) - (2.10)

Powyzej |A) odpowiada polu wektorowemu A (r), natomiast |A (7)) odpowiada polu wek-
torowemu A (r — R;). Analogiczne rozwiniecie multipolowe pola predkoéci czastki [39] ma
postac:

Ui(r)= > > (U Vi (r —Ra), dla |r — Ry| < a, (2.11)

przy czym multipole [U (1)],,.. zdefiniowane sa w sposéb analogiczny do réwnania ([2.10)

U (D]img = Wiy (1) 0a (1) [U1) (2.12)

Znamienne, ze W powyzszym réwnaniu wystepuja tylko najnizsze liczby multipolowe.
Jest to konsekwencjg faktu, ze ruch czastek jest tu bardzo prosty - to ruch bryly sztywnej.

Oproécz rozwiniecia multipolowego predkosci mozna wprowadzi¢ rozwinigcie multipolowe
rozkladu sity [39]:

Fi(r)=> > > [F(Dly,da(r—Ry) Wi, (r—Ry), (2.13)

(sita zlokalizowana jest na powierzchni czastki, co odzwierciedla uzyta w powyzszej definicji
funkcja d,) i woéwcezas sktadowa multipolowa rozktadu sity [F'(1)]

[39]

Ime WYIaza S1¢ rownanlem

[ (Wlimo = (Vimo (1) [F1)- (2.14)

2.3.2 Przyklady multipoli

Zwazywszy na efektywne wspoélczynniki transportu zawiesin, wazng role odgrywaja: wypad-
kowa sila dziatajaca na czastke, wypadkowy moment sily dzialajacej na czastke oraz jej sy-
metryczny bezsladowy moment dipolowy zdefiniowane odpowiednio

F, = /d3r F (r), (2.15)

T, = /d3r (r—Ry) xFy (r), (2.16)

D, — / & (r—Ra) Fy (1), (2.17)

(kreska w ostatnim wzorze oznacza czes¢ symetryczng i bez§ladows tensora). W zwiazku z
tym warto powyzsze wielkosci powiazac ze sktadowymi multipolowymi wektora rozkladu sity
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zdefiniowanymi réwnaniem (2.14]). Relacje te dane sa nastepujacymi wyrazeniami

Flyo = Tayin Fr m=0,%1, (2.18)
[F (1>]1m1 = FlYTm ’ T17 m = 07 :l:lv (219)
[F (1)]27710 = FQY;m: D17 m = 07 :i:la :i:27 (220)

w ktorych liczby T'; oraz stale tensory y;,, dla i = 1,2 podane sa w dodatku[Al W dodatku
tym mieszcza si¢ réwniez niektore szczegoly dotyczace wyprowadzenia powyzszych wyrazen.
Dodajmy, ze symbol : uzyty w tych relacjach oznacza podwdjne zwezenie tensoréw. Przed-
stawione wyzej réwnania mozna odwrdci¢ otrzymujac postac

= 3 s O, (221)
I SR (2.22)
Dy = g, 3 v [F (Do, (2:23)

co wykazuje sie przy wykorzystaniu wlasnoSci ortornormalnosci tensoréw y;,, danej wzorem

(A3).

Analogiczne zwiazki dla predkosci i predkosci katowej (patrz dodatek maja postac

1
[U (1)]1m0 = F—yim . Vl, m — O, :i:l, (224)
1
1
UMW)y, = F—y’l‘m -y, m=0,+1, (2.25)
1
a relacje odwrotne
1
Vi =14 Z Yim [U (D] 10 » (2.26)
m=—1
1
Q= T1 D yim U]y (2.27)
m=—1

2.3.3 Rozwiagzanie problemu oporu dla pojedynczej czastki przed-
stawione w bazie multipolowej

Réwnanie ([2.6)) przedstawione w bazie multipolowej ma nastepujaca postaé

[e%e) l 2

F Wlime =2 D 2 120 Wlingarmrer (U Wlirr = [0 (D) (2.28)

'=1m'=-1o'=0
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gdzie wystepuja wprowadzone wyzej wektory multipolowe F' oraz U i vy, a nadto macierz
multipolowa Z, zdefiniowana zostala ponizszym wyrazeniem

[ZO (]‘)]lmo,l’m’o" = <V;;na| ZO |V?;m’0’> . (229)

Wyznaczenie tej postaci rozkladu sity dokonuje sie przyktadajac z lewej strony réwnania ([2.6))

wektor (v; (1)| i wykorzystujac wzory , oraz .

Rozwiazanie problemu oporu jednej czastki skrotowo zapisywane bedzie réwnaniem
F(1) =2 (1) (U(1) —wvo (1)) (2.30)

Ze wzgledu na fakt, ze macierz multipolowa Zj (1) nie zalezy od polozenia czastki [39], w
dalszej czesci uzywany bedzie réwniez skréot Z.

2.4 Uogdblniony problem ruchliwosci - pojedyincza czastka

Uogodlniony problem ruchliwo$ci jest zagadnieniem czeSciowo odwrotnym do problemu oporu,
gdyz jego celem jest m.in. wyznaczenie predkoéci czastki U (skladowe [U (1)],,,, oraz [U (1)];,,1)
przy zadanych sitach i momentach sit (skltadowe [F'(1)],,,, oraz [F'(1)],,,;). Problem ten
mozna rozwiaza¢ odwracajac czeSciowo réwnanie .

Dokonanie tego przeksztalcenia usprawni wprowadzenie czterech wielkosSci. Pierwsza z nich
to macierz rzutowania na dwie wymienione wyzej sktadowe multipolowe oznaczana symbolem
P. Kolejna to macierz p,, ktéra wyraza sie jako macierz odwrotna do macierzy multipolowej
PZy,P", mianowicie

1o = (PZ,PT) ™", (2.31)

gdzie operacja odwrotnoSci wykonywana jest w przestrzeni rzutowej operatora P, a indeks
gérny © oznacza transpozycje. Nastgpna wielkos¢ to dwa najnizsze multipole rozkladu sity,
oznaczane F', wyrazajace si¢ przy pomocy operatora P wedlug ponizszej formuty

F = PF, (2.32)
a ostatnia wielkoS¢ to dwa najnizsze multipole predkosci U:
U = PU. (2.33)

Rozwigzanie omawianego tu zagadnienia ruchliwosci dla pojedynczej czastki przeprowad-
zone zostanie w dwoch etapach. W pierwszym - dwa najnizsze multipole predkosci U wyz-
nacza sie korzystajac z rozwigzania problemu oporu, danego réwnaniem . Do wyniku
prowadzi pomnozenie tego réwnania przez p,P: i wykorzystanie faktu, ze U ma nieznikajace
tylko najnizsze multipole U = PTU (réwnanie ) Szukany wynik ma nastepujaca postac:
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U = poF + 1P Zyvy. (2.34)

W drugim etapie wstawia sie powyzsze wyrazenie do réwnania ([2.30). Proste przeksztalcenie
prowadzi do zwigzku multipolowego rozkladu sit /' z zewnetrznym polem predkoSci ptynu v
oraz silg i momentem sit F' dzialajacymi na czastke:

F = ZyPT iy F — Zgwy. (2.35)

W wyrazeniu tym wprowadzona zostala macierz odpowiedzi jednoczastkowej dla czastki swo-
bodnej Zy zdefiniowana wzorem:

Zo = Zo — ZoPT pyPZ,. (2.36)

Réwnania (2.34]) oraz (2.35]) stanowia rozwigzanie uogélnionego problemu ruchliwoéci dla
pojedynczej czastki. W celu uproszczenia dalszych rozwazan te dwa réwnania warto przed-
stawi¢ w zwartej postaci:

S = My, (2.37)
gdzie reakcja czastki S oraz pole 1, dzialajace na czastke zdefiniowane sa wzorami

U

s-[7]. o
F

Yo = L} } ; (2.39)
0

natomiast uogélniony operator jednoczastkowej odpowiedzi M zdefiniowany jest wyrazeniem

Ho 1P Zo
M = N 2.4
{ZOPTMO ~Zo } (240

Nalezy mocno podkresli¢, ze - wedlug wiedzy autora niniejszej rozprawy - zwarta notacja
wprowadzona powyzej nie ma swojego odpowiednika w literaturze. Warto wiec objasnic
dosadnie to, co wyrazaja réwnania ([2.38)), oraz (2.40).

W pierwszym z tych wzoréw reakcja czastki S réwna jest sumie prostej pola predkosci
czastki U w bazie multipolowej oraz multipolowego rozkladu sit indukowanych na tej czastce
F'. Pierwszy ze sktadnikéw tej sumy - multipolowy wektor U - zgodnie ze wzorem moze
przyjmowac skladowe [ = 1, m = —1,0,1, oraz ¢ = 0,1. Drugi za$ sktadnik - wektor F' -
przyjmuje wszystkie mozliwe liczby multipolowe, a sa to liczby [ = 1,...,00, m = —[,...,l
oraz 0 = 0,1,2. Elementy wektora S odpowiadajace pierwszemu skladnikowi beda nazy-
wane skladowymi gérnymi, a elementy wektora S odpowiadajace drugiemu sktadnikowi -
skltadowymi dolnymi. Do rozréznienia sktadowych gérnych i dolnych wprowadzony bedzie
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dodatkowy indeks h przyjmujacy wartosci u oraz d odpowiednio dla gérnych i dolnych sktad-
owych. Zgodnie z niniejszym opisem réwnanie (2.38)) wyraza sie w nastepujacy sposéb na
sktadowych:

h

[ (1)] dlal=1;, m=-1,0,1; c=0,1orazh=u
[S (1)]hlma = lmao
[F(1)],,, dal=1,...,00; m=—l,...,l; 0=0,1orazh=4d

(2.41)
W analogiczny sposéb wyraza sie réwniez pole 1, (1) wprowadzone réwnaniem (2.39)):

Imo

[vo (1)],,,, dlal=1,...,00; m=—l,...,l; c=0,1orazh=d
(2.42)
W dalszej czesci przydatne beda macierze rzutujace na gérne i dolne sktadowe oznaczane
odpowiednio symbolami P, oraz P;. W dzialaniu na wektor S daja one oczywisty wynik

F(Q1 dlal=1; m=-1,0,1; 0=0,10raz h=u
wou]hm:{ 7o)

PS = U,
PSS = F (2.43)

Objasnienie dotyczace macierzy M danej wzorem (2.40) zakonczy opis zwartej notacji.
Odpowiednie elementy tej macierzy

Myimo pirmiot (2.44)
indeksujg liczby takie jak w réwnaniach i (2.42), natomiast formuly
PMP, = p, (2.45)
P.MP; = pgPZ, (2.46)
P;MP, = ZyPTy,, (2.47)
PAMP; = —Z,, (2.48)

wszystkie razem definiujg kazdy z elementéw Mpyjmo p/irmior. Poszczegélne sktadowe multi-
polowe macierzy M podane sa w dodatku

Nalezy jeszcze przedstawi¢ powody wdrozenia powyzszej zwartej notacji.

Nieodzownym jest w tym celu przywotanie pojecia szeregu rozproszeniowego. Pojecie to
zalicza sie do grona podstawowych poje¢ w fizyce zawiesin i nie sposéb unikna¢ go na kartach
niniejszej rozprawy - pojawi sie ono w dalszej czeSci. Znanym jest faktem, ze w szeregu rozpro-
szeniowym pojawiaja sie macierze jednoczastkowe, a w zaleznosci od rozwazanego problemu,
macierze jednoczastkowe wystepujace w Srodku szeregu rozproszeniowego mogg réznic sie do
macierzy wystepujacych na jego brzegach.

Konsekwencje wprowadzenia powyzszej zwartej notacji sg zas takie, ze wszystkie macierze
jednoczastkowe w szeregu rozproszeniowym - w srodku i na brzegach sekwencji - sa takie same.
Zabieg ten uprosci i wzory, i omdéwienie rozumowania prowadzacego do wynikéw niniejszej
rOZprawy.
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2.4.1 Przeplyw w calej przestrzeni wokét pojedynczej czastki

W poprzednim paragrafie przedstawione zostalo rozwigzanie uogélnionego problemu ruch-
liwosci dla pojedynczej czastki. 7Z uwagi na dalsze rozwazania warto uzupelni¢ ten wynik
odpowiedzig na pytanie o przeplyw plynu w calej przestrzeni. Odpowiednim narzedziem
stuzacym do uzyskania odpowiedzi na to pytanie jest wprowadzona wczedniej funkcja Greena,
ktora wigze przepltyw zawiesiny z gestoscig dzialajacych w niej sit, jak zostato to przedstawione
w réwnaniu (2.2). Mamy zatem

vE)=vom)+> Y > [F(U)]he / Pr'G (r —r')-wi _(r' —Ry)d, (r' —Ry), (2.49)

=1 m=—-10=0

gdzie wykorzystano sity w bazie multipolowej, ktérych zwiazek z postacia catkowa dany jest

wzorem (2.13)).

Dla dalszych rozwazan warto powyzsze réwnanie przedstawi¢ w bazie multipolowej. W
tym celu obtozymy je z lewej strony wektorem <Wltna (R)d. (R) |, co po uwzglednieniu definicji
(2.10), prowadzi do szukanej relacji

v (R)] e = [v0 (R)] 5 + Z Z Z [Gaa (R, 1)]lma,l’m/a' [ (D] (2.50)

I'=1m'=—1lo'=0

gdzie macierz multipolowa [Gyq (7, j)] , zdefiniowana jest ponizszym wyrazeniem [46]

Imo,l'!m'o

[Gdd (i7j)]lmg7l’m’a’ = <Wl—’7—no' (Z) 5(1 (2)| G ‘Wl—i'_m’o-’ (j) 50« (J)> I (251)
natomiast pole predkosci zawiesiny w bazie multipolowej zdefiniowane jest wzorem
[0 (R)]jne = (Wino (R) 00 (R) [V) (2.52)

Skrotowo dyskutowane pole predkoSci w bazie multipolowej bedzie wyrazane w nastepujacy
Sposob:
v(R) =v (R) + Gag (R1) F (1). (2.53)

2.5 Uogdblniony problem ruchliwoSci - zawiesina

Poruszane dotychczas zagadnienia dotyczace jednej czastki w plynie okazuja si¢ pomocne do
wyznaczenia reakcji zawiesiny. Problem ruchliwoéci dla pojedynczej czastki mozna bowiem
wykorzysta¢ do rozwigzania problemu ruchliwoéci dla zawiesiny. Staje si¢ to widoczne, jesli
w zawiesinie wyréznimy czastke i-ta. Na te czastke dziala sita

F (i), (2.54)
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a znajduje sie ona w zewnetrznym polu predkosci

vo (1) + > Gaa (i) F (j), (2.55)

JF

ktore to pole wyraza si¢ jako suma przeplywu zewnetrznego i przeplywu generowanego przez
pozostate czastki. W powyzszym réwnaniu postuzono si¢ notacja uzyta uprzednio we wzorze
. Omawiana sytuacja jest sytuacja analogiczna do problemu jednoczastkowego, a od-
mienna jest tutaj jedynie posta¢ przepltywu otaczajacego.

Podstawiajac zatem dzialajace na i-tg czastke wspomniane wyzej pola do wzoréw
oraz obowiazujacych dla pojedynczej czastki otrzymujemy nastepujace réwnania na
multipole predkosci

U (i) = 1o (i) F (i) + 1o (1) PZo (i) <vo (i) + Y Gaa(ij) F <j>) (2.56)
i
oraz na odpowiadajace jej multipole sity

F (i) = Zo () P o (8) F (i) = Zo (i) (Uo (i) + ) Gaa (ij)F(j)> : (2.57)

JF

Wykorzystanie uproszczenia wprowadzonego uprzednio przy okazji wzoru (2.37) prowadzi
do zwartej postaci powyzszych réwnan

S5 (1) = M (i) (% (i) + Y G (ij) S(J')) ) (2.58)

JFi

gdzie macierz multipolowa G jest zdefiniowana wzorem

G (if) = {8 Gdd()(ij)} | (2.59)

W dalszej czesci istotng wielkoscig bedzie pole zawiesiny w dowolnym polozeniu R, ktore

wyraza sie nastepujaco
N

Y (R) =v (R)+ > G (R))S (). (2.60)

=1

Rozpisanie notacji zwartej prowadzi do wyrazenia

v (R) = L} (RJ , (2.61)



zawierajacym pole sity F (R) dzialajace na czastki w zawiesinie oraz pole predkoéci zawiesiny
v (R), postaci

v(R) = v (R) + Z Gaa (Ri) F (i) . (2.62)

Iteracyjna metoda zastosowana do réwnania (2.58) prowadzi do formalnego rozwiazania
uogdlnionego problemu ruchliwosci. Zwiazek reakcji zawiesiny S z dzialajacym w niej polem
1)y ma nastepujaca postac

N
S(i) =Y _SH(1...N)ty (), (2.63)

j=1
gdzie macierz S (1...N), zalezna od polozenia wszystkich czastek, dana jest wyrazeniem:

Si(L...N) = M (i) 6y + (1 —d55) M (4) G (i) M (j) +

+ Y M (i) G (ik) M (k) G (kj) M (j) + ... (2.64)
k#j ki

Suma wystepujaca po prawej stronie powyzszego réwnania nazywana jest szeregiem rozpro-
szeniowym. Oznacza to, ze macierz S¢; (1. .. N) sklada si¢ z sekwencji rozproszeniowych
- tak okresSlane sa poszczegdlne wyrazy tej sumy. Z kolei kazda sekwencja zawiera naprzemien-
nie macierze M oraz G odpowiadajace réznym czastkom. Macierze G propaguja pole predkosci
W przestrzeni, totez nazywane beda propagatorami.

2.6 Sekwencje rozproszeniowe - diagramy

Wprowadzone wyzej sekwencje rozproszeniowe warto jest reprezentowac z uzyciem techniki
diagramowej. Technika ta pozwala na latwe dokonywanie réznych operacji na szeregu roz-
proszeniowym, ponadto struktura sekwencji rozproszeniowej naturalnie odzwierciedla si¢ w
topologii diagramu. Diagramy beda zawiera¢ nastepujace elementy [87]:

e przerywana pozioma linia ----- reprezentuje dang czastke,

e symbol kota umieszczony na linii O oznacza operator M (i), odpowiadajacy danej
czastce,

e pionowa linia | laczaca poziome linie przerywane oznacza macierz G (ij) .
W celu utworzenia diagramu dla danej sekwencji postepuje sie¢ nastepujaco:

1. Rysujemy tyle linii przerywanych poziomych, ile jest czastek w sekwencji. Kazda linia
odpowiada czastce.
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2. Czytajac od lewej strony sekwencje rozproszeniowa umieszczamy kolejno odpowiednie
symbole na odpowiednich liniach diagramu réwniez idac od lewej strony.

Przyktadowo sekwencja rozproszeniowa
M (1)G(13) M (3) G (32) M (2) G (23) M (3) (2.65)

jest reprezentowana diagramem

Znamiene, ze w sekwencjach rozproszeniowych wazna jest kolejnos¢ wystepowania prop-
agatoréw G (ij). Dzigki temu, ze we wprowadzonym jezyku diagramowym czastki reprezen-
towane sg liniami, kolejnos¢ propagatoréw na kazdym diagramie jest wyraZnie zaznaczona,
podobnie jak struktura nawet bardziej skomplikowanych sekwencji.

2.7 Podsumowanie

Niniejszy rozdzial zawiera rozwigzanie uogélnionego problemu ruchliwosci zawiesiny ztozonej
z N czastek umieszczonych w znanych polozeniach. W tym problemie wyznacza sie reakcje
ukladu S, przez co rozumie sie ruch czastek U oraz sity dzialajace na ich powierzchni F,
powstajaca na skutek dzialania pola 1, oznaczajacego zewnetrzny przeptyw cieczy vy oraz
sity 1 moment sit F' dziatajacych na czastki. Reakcja zawiesiny w tym zagadnieniu dana jest
réwnaniem (2.63)), mianowicie

S (i) = ngj (1...N), (4), (2.66)

wraz ze wzorem okreslajacym macierz Sj;. Macierz ta ma strukturg szeregu rozpro-
szeniowego - dana jest jako suma sekwencji rozproszeniowych. Kazda sekwencja natomiast
wyraza sie przez zlozenie propagatoréw G (ij) z uogélnionymi macierzami jednoczastkowe;
odpowiedzi M (7). Do wizualizacji sekwencji rozproszeniowych zostal wprowadzony jezyk di-
agramow.
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Rozdzial 3

Uogdlniony problem ruchliwosci - opis
makroskopowy

3.1 Wstep

W mikroskopowym opisie uogélnionego problemu ruchliwosci gtéwna role odgrywaly predkosci
V., i predkosci katowe czastek ; oraz rozklad sit F; (r) indukowanych na ich powierzchni.
W rozdziale tym pojawi si¢ natomiast opis tego zagadnienia na poziomie makroskopowym,
gdzie wiodace znaczenie uzyskuja Srednie wartosci wielkoSci mikroskopowych - $rednie pole
predkosci czastek oraz uSredniony powierzchniowy rozkiad sit na ich powierzchni. Zamiast
zadanych potozen kul, bedziemy mie¢ tu do czynienia z ich rozktadem prawdopodobienstwa,
po ktérym obliczane sg powyzsze Srednie.

3.2 Opis makroskopowy w ramach fizyki statystycznej

W fizyce statystycznej gestoSci mikroskopowe sg dogodnym narzedziem stuzacym przejsciu
od opisu mikroskopowego do opisu makroskopowego. Gestosci mikroskopowe to wielkosci,
dzieki ktérym wyznacza sie Srednie wielkosci fizyczne charakteryzujace czastki w zawiesinie.
Dla przykiadu przywola¢ mozna rozpatrzenie catkowitej sity F'; dziatajacej na poszczegélne
czastki. Na poziomie makroskopowym - sile tej odpowiada érednia gestos¢ sity (f (R)) skon-
struowana wedlug ponizszego wzoru

f(R)= Z F6(R—1). (3.1)
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Symbol () oznacza catke po wszystkich polozeniach czastek z rozkltadem prawdopodobienstwa
p(l...N):

(f(R)>:/dl.../de(l...N)ZFié(R—z’). (3.2)

Uogdlnienie powyzszej procedury na inne wielkosci fizyczne charakteryzujace czastki jest
naturalne. W przypadku translacyjnej predkosSci czastek V; gestost predkosci translacyjnej
oznaczana bedzie symbolem

j(R) = Z V6 (R—1i). (3.3)

Wprowadzone érednie gestoéci (f (R)) oraz (j(R)) maja nastepujaca interpretacje: w
wybranej objetosci V wielko§é fVo AR (f (R)) réwna jest calkowitej sile dziatajacej na czastki
W tej objetoéci - na poziomie $redniej, natomiast [, @R (j(R)) oznacza sume predkosci
poszczegdlnych czastek w objetosci Vp. Nie nalezy wielkosci (j (R)) myli¢ z polem éred-
niej predkosci czastek, odgrywajacym kluczows role na przyktad w problemie sedymentacji -
(j (R)) to gestoS¢ tej predkosci, a zatem jest to de facto prad czastek.

Powyzsza definicja gestoSci mikroskopowej, w zastosowaniu do wcze$niej wprowadzonej
reakcji zawiesiny S (i) zdefiniowanej réwnaniem (2.38), daje w wyniku

(s (R)) = <ZS(Z')5(R—Z')>, (3-4)

przy czym warto wprowadzi¢ oznaczenia oddzielnie dla zdefiniowanych wzorem ([2.43) gérnych
sktadowych

(u(R)) = P.(s(R)) = <ZU(@')5(R—¢)> (3.5)

oraz dolnych sktadowych gestosci reakcji zawiesiny s:

(f(R)) = Pa(s(R)) = <ZF(@')5(R—Z')>- (3.6)

Sktadowe multipolowe wyrazenia (u (R)) to, kolejno, érednia gesto$¢ predkoéci translacyjne;
czastek (prad czastek) i ich predkosci katowej, natomiast najnizsza sktadowa multipolowa
(f (R)) wyraza wprowadzong wcze$niej gestos¢ catkowitej sity dzialajacej na czastki (f (R))
w bazie multipolowej. Warto doda¢, ze z uwagi na réwnanie , zwiazek pradu czastek
(j) z wymieniong tutaj gestoscia predkosci multipolowej (u (R)) jest nastepujacej postaci

GR) =T1 D yim [(w(R))] 10 (3.7)

m=—1
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a prad ten z kolei zwigzany jest ze $rednia predkoScia czastek (V (R)) wzorem
n(R)(V(R)) = {R)). (3.8)

Podstawiajac do wzoru (3.4) réwnanie (2.63) uzyskuje si¢ wyrazenie

(s(R)) = / PRT (R.R) iy (R). (3.9)

gdzie operator T’ zdefiniowany jest ponizej

T(R,R) = <ZZ§ — i) S¢ ( N)(S(R’—j)>. (3.10)

=1 j=1

W skréconej notacji stosowanej dalej pominiete zostana calki i zmienne splotowe. Zatem
réwnanie (3.9) otrzyma postaé
(s) =Ty,. (3.11)
Pela informacja o reakcji zawiesiny na dzialanie zewnetrznego pola, zawarta jest w oper-
atorze T'. 7 punktu widzenia wspétczynnikéw transportu, o ktérych bedzie mowa w kolejnym
rozdziale, wazna role odgrywa zwiazek reakcji zawiesiny (s) z polem $rednim zawiesiny (1)).
Pole to wyznacza sie usredniajac réwnanie , co prowadzi do rezultatu

(V) = o+ G (s). (3.12)

Reakcja zawiesiny w powigzaniu z powyzszym polem $rednim dana jest za pomocg operatora
T zdefiniowanego nastepujgco

(s) =T (w3 (3.13)

Trzy ostatnie réwnania prowadza do formalnego zwigzku operatoréw 1" oraz T postaci:

T =T(1+GT)™". (3.14)

Przy okazji wprowadzanych w tym rozdziale makroskopowych wielkoSci charakteryzuja-
cych zawiesing, warto wymieni¢ jeszcze propagator efektywny G,y zdefiniowany réwnaniem

Geff =G+ GTG. (315)

Zwréci¢ nalezy przy tym uwage, ze w powyzszym wzorze jedynie dolne skladowe propagatora
Geyr sg niezerowe, co wynika z definicji . Te wlasnie dolne sktadowe w bazie catkowej
beda oznaczane symbolem G.;r. Majg one nastepujacy interpretacje: w dziataniu na rozktad
sit zewnetrznych Fy dzialajacych na plyn, propagator efektywny zwraca Srednie pole predkosci
zawiesiny (v (r)) :

(v(r)) = /dSr'Geff (r,r) - Fo (r') (3.16)
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3.3 Sekwencje diagonalne

W poprzednim rozdziale wprowadzony zostal jezyk diagramow stuzacy reprezentacji poszczegdl-
nych wyrazei w macierzy Sf; (1...N), ktéra to macierz wystgpuje tez w réwnaniu (3.10)
na operator 7. Sekwencje rozproszeniowe wystepujace w tym wyrazeniu mozna podzieli¢
ze wzgledu na to, czy zaczynaja i koncza sie na tej samej czastce, czy tez nie. Diagramy
odpowiadajace pierwszemu rodzajowi sekwencji nosi¢ bedg nazwe 'diagonalnych’, a odpowiada-
jace drugiemu rodzajowi - nazwe 'pozadiagonalnych’. W konsekwencji tego podziatu operator
T rozdziela si¢ nastepujaco

T =nB+ A, (3.17)

gdzie macierz B zawiera tylko sekwencje diagonalne, gdyz zdefiniowana zostaje wedtug wzoru

n(R)B(R,R/) = <Za — )52 (1 .N)(S(R’—i)>, (3.18)

w przeciwienstwie do macierzy A, ktéra sklada sie z sekwencji pozadiagonalnych:

A(R,R)) —<Z > SR—i)SE(L. N)(S(R’—j)>. (3.19)

i=1 j=1,j#i

Wielko$¢ n (R) oznacza jednoczastkows funkcje rozktadu

n(R) = <Z§(R—i)>. (3.20)

Whprowadzone wyzej operatory B i A powiazane sg ze soba cisla relacja: z réwnania (2.64)
wynika zwigzek sekwencji diagonalnych z sekwencjami pozadiagonalnymi bedacy nastepujace;j

postaci
Si=M+) SiG
J#
Wstawienie powyzszego wyrazenia do definicji prowadzi do relacji miedzy omawianymi
operatorami, danej wzorem [98]

n(R)BR,R)=n(R)§(R-R)M+35(R-R) / PR'A(R,R") G (R, R) M. (3.21)

3.4 Podsumowanie

Niniejszy rozdzial poswiecony jest makroskopowemu zachowaniu zawiesiny. Makroskopowa
reakcja w postaci $redniego pola predkoSci zawiesiny (v) oraz $redniej gestoSci sit w bazie
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multipolowej (f) powiazana jest z zewnetrznym polem predkoSci vy oraz polem sit F dzialaja-
cym w zawiesinie. Zwiagzek ten w zwartej postaci dany jest réwnaniem (3.11)) wraz z definicja
wystepujacego w nim operatora 1" - wzor . We wzorze tym, operator 1" dany jest jako
uSredniony szereg rozproszeniowy. Makroskopowa reakcja zawiesiny powigzana jest réwniez
ze $rednim polem predkoSci zawiesiny (v) oraz polem sil zewnetrznych F poprzez operator
T co wyraza réwnanie (3.13). Zwigzek powyzszych operatoréw T oraz T"" ma postaé
wyrazenia . Nadto macierz T' zostala podzielona ze wzgledu na wyrazy diagonalne B i
wyrazy pozadiagonalne A, miedzy ktérymi zachodzi relacja wyrazajaca sie wzorem .
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Rozdzial 4

Operator T""" - wyrazenie
mikroskopowe

4.1 Wstep

Operator 77" wprowadzony w poprzednim rozdziale wigze ze sobg uérednione po rozkladzie
pola makroskopowe opisujace sity dzialajace w zawiesinie i jej przeptyw. Operator ten zalezy
od charakterystyk mikroskopowych, ktérymi sg funkcje rozktadu oraz oddzialywania hydro-
dynamiczne czastek. Zaleznosc¢ ta dana jest w sposéb niejawny dzieki réwnaniom oraz
. Celem tego rozdziatu jest wyprowadzenie jawnej postaci operatora T". Przedstaw-
iona tutaj analiza opiera sie w duzej mierze na rozumowaniu zawartym w artykule Felderhofa
i wspélautoréw [44].

4.2 Rozwiniecie grupowe operatora T’

W celu wyprowadzenia wyrazenia na operator 7" nalezy najpierw przedstawi¢ operator
T, dany wzorem , W postaci rozwinigcia grupowego. Przechodzac do wspomnianego
rozwiniecia, przyjmijmy, ze C' oznacza pewng grupe czastek (np.: C' = {1,2,5}), a |C] to iloéé
czastek wehodzacych w sklad tejze grupy. Ponadto wszystkie sekwencje sposréd S (1,...,N)
W wyrazeniu , zawierajace dokladnie s-czastek z grupy s-czastkowej C', oznaczane beda
przez

a(s)
i (C). (4.1)
Powyzsze definicje pozwalaja na wprowadzenie rozkladu grupowego szeregu rozproszeniowego

S (1,...,N), ktéry dany jest nastepujacym wyrazeniem

S&(1...N) = i > s ). (4.2)

s=1 |C‘:S
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W wyrazeniu tym, zgodnie z notacja wprowadzong wyzej, symbol Z‘C‘:S oznacza sume po
wszystkich s-czagstkowych grupach sposréd czastek 1,..., N. Po wykorzystaniu powyzszego
rozktadu grupowego macierzy S (1...N) w réwnaniu , otrzymuje sie nastepujace
wyrazenie:

T(R,R’):<Z< )ZZ5 ) S (1 ..s>5(R'—j>>. (4.3)

=1 j=1

Czynnik réwny liczbie s-czastkowych grup (dany symbolem Newtona (]: )) pojawia si¢ tu na
skutek symetrii rozktadu prawdopodobienstwa - po zamianie nazw czastek w taki sposéb, aby
przyjmowaty numery od 1 do s w przypadku s-czastkowych wyrazéw. Przy pomocy powyzszej
definicji operator 7" mozna wyrazi¢ nastepujaco

T(R,R') = Z Z/dl dsS(R—1)n(1...5)S5 (1., s)0 (R —d), (4.4)
s=1
gdzie s-czastkowa funkcja rozkltadu n (1...s) zdefiniowana jest wzorem

Funkcje te moga by¢ réwnowaznie zapisane w postaci

n(rl,rg,...,rs):< > 5(r1—Ril)é(r2—Ri2)...5(rS—RiS)>, (4.6)

11,82, 00s

co skrétowo bedzie oznaczane (1 2 ... s). Zawarty w sumie znak prim wskazuje, ze wszystkie
indeksy sumowania sg od siebie rézne.

4.2.1 Granica termodynamiczna

W réwnaniu operator T' wyraza si¢ poprzez sume s-czastkowych sekwencji rozproszeniowych
dla coraz liczniejszych grup. Ponadto, w wyrazeniu tym przywolane sekwencje usrednione sg

z s-czastkowymi funkcjami rozktadu. W zwiazku z tym, ze dla wszystkich wymienionych w
tym wzorze wielkoSci istnieje granica termodynamiczna [5] - granica ta istnieje réwniez dla
operatora T' (R, R’) przy ustalonych polozeniach R oraz R/. W tym przypadku wspomniany
operator przyjmuje forme

T (R,R) = 28'2/611 ds SR —1)n(l...5)S™ 1. s)§(R —d).  (47)

Dalsze rozwazania dotyczy¢ beda zawiesiny w granicy termodynamicznej, chyba, ze zostanie
to zaznaczone inaczej.
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4.2.2 Jednorodnosc

Rozwazana w niniejszej rozprawie nieograniczona zawiesina sztywnych kul o rozktadzie réwnowag-
owym jest zawiesing jednorodna. Oznacza to, ze operator T (R, R') zalezy jedynie od réznicy
wektoréw R — R’. Jest to konsekwencja jednorodno$ci wielkoéci fizycznych wystepujacych

w tym operatorze - szereg rozproszeniowy S, C(ls) (1...s) oraz funkcje rozkladu w granicy ter-
modynamicznej zalezg od wzglednych polozen czastek. 7 tego powodu symbol operatora

T (R — R’) - jako wielkosci zaleznej od jednej zmiennej - uzywany bedzie réwniez w sposéb
zdefiniowany ponizej

T(R-R)=T(R,R). (4.8)

4.2.3 Sekwencje uporzadkowane

Wiele sekwencji rozproszeniowych wystepujacych w réwnaniu (4.7) daje ten sam wklad do
operatora T'. Przykladem wyrazéw dajacych ten sam wkiad, sg wyrazenia postaci

/dl/d2/d35 (R —i) Ay (123) 6 (R — j) n (123) (4.9)

dla sekwencji A;; odpowiadajacych kolejno nastepujacym diagramom

Znamienne, ze liczba tych wyrazéw réwna jest liczbie permutacji czastek - 3! (w ogdlnosci,
dla sekwencji s-czastkowej, takich wyrazéw bedzie s!).

Dalsza analiza uproszczona zostanie poprzez uzywanie sekwencji uporzadkowanych
Sf‘;) (1,...,s), zdefiniowanych jako wszystkie sekwencje sposréd S‘llc(ls) (1,...,s), ktore:

e zawieraja dokladnie s czastek,

e ponumerowane sg w taki sposob, ze idac od lewej strony, kazda nowa czastka pojawiajaca
sie w sekwencji ma numer wyzszy od poprzednich - uporzadkowanie,

e koncza sie na czastce d.
Przy pomocy sekwencji uporzadkowanych wzor (4.7)) przechodzi w nastepujace wyrazenie

T(R,R’):ii/m..ds5(R—1)n(1...s)5§;> (1...s)6 (R —d), (4.10)

s=1 d=1

ktére nie zawiera czynnika okreslajacego iloS¢ permutacji s! zgodnie z tym, co zostalo wyzej
przedstawione.
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4.3 Wyznaczenie operatora T"""

Do wyznaczenia mikroskopowej postaci operatora 7" stuszng drogg jest wykorzystanie wzoru
(3.14) w nastepujacej postaci

T"" =T —-TGT +TGTGT — ..., (4.11)

uzupehionego o mikroskopowe wyrazenie na operator 7' - wzér (4.10). We wzorze tym wys-
tepuja s-czastkowe sekwencje rozproszeniowe z odpowiednimi funkcjami rozktadu, co zobra-
zowane symbolicznie, ma forme

Te—n(l...5)8% 1. 5).

W zwiazku z powyzszym, wyrazy T'G...T w ostatnim réwnaniu, wprowadza do macierzy
T sekwencje rozproszeniowe, w ktérych wystapi macierz G laczaca nieskorelowane grupy
czastek. Macierz ta w dalszej czeSci niniejszej analizy odegra kluczowa role, dlatego warto w
tym miejscu zdefiniowa¢ kilka pomocniczych pojec.

4.3.1 Linia mostowa

Macierz G (ij) w sekwencji rozproszeniowej nazywamy linig mostowa, jesli czastki wystepujace
na lewo i na prawo od tej macierzy naleza do rozlacznych grup.

Linie mostows tatwo dostrzec na diagramie, gdyz po jej usunieciu diagram ten rozpada
sie na dwie rozlaczne czeSci. Dla przykiadu, ponizej wskazane zostaly diagramy zawierajace
odpowiednio jedng oraz dwie linie mostowe:

linie mostowe

Y

4.3.2 Redukowalnos¢ sekwencji

Sekwencje rozproszeniowg nazywamy redukowalng, gdy zawiera conajmniej jedng linie mostowa.
W przeciwnym razie sekwencja jest nieredukowalna.
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4.3.3 Blok

Po usunieciu linii mostowych sekwencja ulega podziatowi na dwie lub wiecej roztacznych czesci
zwanych blokami. Bloki te stanowia zatem mozliwie najwigksze nieredukowalne fragmenty
sekwencji.

4.3.4 Struktura blokowa sekwencji rozproszeniowej

Jest to sposéb usytuowania linii mostowych - a tym samym blokéw - w sekwencji. Struktura
blokowa sekwencji zawierajacej b blokéw bedzie dalej reprezentowana nastepujaco

Cil...|C, (4.12)

gdzie C; to zbiér czastek w bloku i. Dla przyktadu, struktura blokowa sekwencji na ostatnich
dwdéch diagramach ma odpowiednio postac

1]23, 12345. (4.13)

4.3.5 Sekwencje o zadanej strukturze blokowej

Dysponujac pojeciem struktury blokowej, mozna wprowadzi¢ niezbedny w dalszych rozwaza-
niach podziat sekwencji rozproszeniowych Sifl) (1...s) wedlug ponizszego wzoru

S =D > S |Gy), (4.14)

b=1  Ci]...|Cp,

|Gy 4. +]Cyl=s
gdzie z definicji S14 (C1| . . . |Cy) oznacza wszystkie sekwencje rozproszeniowe sposréd Siz) (Cy...
ktére maja strukture blokows C|...|Cy. Przyktadowo Si; (12) wyraza ponizsze dwucialowe

sekwencje nieredukowalne:

512(12):ﬁf +ﬁm o (4.15)

Struktura blokowa uporzadkowanych sekwencji rozproszeniowych S14(C1] . .. |C}) jest bardziej
czytelna, gdy jawnie wypisze si¢ wystepujace w niej linie mostowe:

> SR =1)S1(Ch] ... |[C)d (R — d) =

deCly
/d3r1 . d31'2b 5 (R — I‘1> S](Cl, ry, I'Q)G(I‘Q, rg)S[(CQ, rs, 1'4) X
- G(ro—2,12-1)S1(Ch,Tap—1,12)0 (R — 133) (4.16)
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gdzie wielkoS¢ Sy (C;r, 1) zdefiniowana bedzie wzorem

[(Cir,x') =) S1a(C)d(r — 1)8(x' — d). (4.17)

deC

Dla celéw niniejszej pracy operator T’ z wyrazenia (4.10]) takze warto przedstawi¢ w postaci
uwidaczniajacej linie mostowe. Posta¢ ta otrzymana zostanie przy wykorzystaniu definiji

(4.14) oraz réwnania (4.16)):

T = Z Z L. dCy n(Cy...Cy) Si(CL)G ... GS(Cy). (4.18)

b=1 Cq...

W powyzszym wzorze pominiete zostaly zmienne splotowe.

Dotychczasowe rozwazania przygotowaly podstawy do wyprowadzenia wyrazenia na op-
erator T"". Szukane wyrazenie uzyskane zostanie poprzez analize prawej strony réwnania
pod katem sekwencji rozproszeniowej o zadanej strukturze blokowej. Dla przyktadu -
sekwencja rozproszeniowa A, o strukturze blokowej C|Cs|C3 wystepuje tylko w trzech pier-
wszych wyrazach, gdyz pozostale wyrazy zawieraja conajmniej trzy linie mostowe. Funkcje
rozkladu n, wystepujace przy sekwencji rozproszeniowej A, sumowac si¢ beda zatem do postaci

b(Ch]C|Cs) (4.19)
gdzie funkcja b, nazywana blokowa funkcja rozkladu, wyraza si¢ nastepujaco

b(Ch]|Cs|Cs) =
n (010203) —n (01) n (CgCg) —n (0102) n (03) +n (Ol) n (02) n (Cg) . (420)

Powyzszy wzér warto zapisac¢ za pomocg operatora rozkorelowania P,,,. zdefiniowanego réwno$
cig
Pe =><. (4.21)

Blokowa funkcja rozktadu otrzyma wéwczas postac

b (C1]|Ca|C3) = (C1 (1 = Pupe) Ca (1 = Pupe) C3) =
= (C105C3) — (C1) (C203) — (C1C2) (Cs) + (Ch) (Ca) (C3) (4.22)

w ktérej uzyto notacji wprowadzonej przy okazji wzoru (4.6]).

Powyzsze rozumowanie w zastosowaniu do dowolnej struktury blokowej, prowadzi do
nastepujacego réwnania na blokowsa funkcje rozktadu

b (01’C2| cee |Cb) = <01QuncO2Qunc cee Qunccb> ) (423)

gdzie Qune = 1 — Pyne , a W konsekwencji operator 7" wyraza sie nastepujaco:
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T = i > /dCl...dCbb(Cl\...|Cb)SI(Cl)G...GSI(Cb). (4.24)

b=1 C1...Cy

Uwidoczniona powyzej struktura operatora 7", podobna jest do struktury operatora T
danego wzorem (4.18)) - w obu tych wielkosciach wystepuja te same sekwencje rozproszeniowe
Si(CY)G ...GS[(Cy). Jednakze wzory te cechuje istotna réznica - w operatorze T' sekwencje
uérednione sg z czastkowymi funkcjami rozkladu n (C; ... C}), natomiast w operatorze T
w miejscu tych funkeji wystepuja blokowe funkcje rozkltadu b(Cq|...|Cy). Ma to ogromne
znaczenie, gdyz blokowe funkcje b maja wlasnosci podobne do wlasnosci funkcji korelacji.
Podobienstwo to widoczne jest wyraznie w przypadku dwoéch jednoczastkowych grup. Wzor

(4.23) przyjmuje wéwczas postaé
b(112) =n(12) —n(1)n(2) =n(1)n(2) h(12), (4.25)

w ktérej omawiana blokowa funkcja rozkladu b(1]2) jest proporcjonalna do dwucialowej
funkcji korelacji h (12). Powyzsze réwnanie odzwierciedla krétkozasiegowy charakter blokowe;
funkcji rozkladu. W ogélnosci, jesli grupa Cy oddala si¢ od pozostatych grup, to w omawia-
nym tu przypadku rozktadu réwnowagowego, blokowa funkcja rozktadu szybko maleje do zera
e

Podobne zachowanie stwierdza sie¢ przy oddalaniu grupy C,. Wtasno$¢ ta powoduje, ze catka
operatora T

J/cFI{T“T(I{) (4.27)

w granicy termodynamicznej jest bezwzglednie zbiezna. Z tego powodu operator 7" okreélany
jest mianem operatora o krotkim zasiegu. Przeciwnie natomiast przedstawia si¢ sytuacja op-
eratora T, ktéry ma diugi zasieg, innymi slowy - wielko$¢ [ dRT (R) nie ma dobrze okreslonej
wartosci. Jest to widoczne na przyklad dla rozwinigcia wirialnego 1" zawierajacego dwucialowe
wyrazy, gdzie asymptotyka sktadowych multipolowych odpowiadajacych macierzy ruchliwosci,
dla duzych odlegtoéci ma posta¢ T (R) ~ R~! [25]. Komentowany tu aspekt zasiggowoSci
operatora 7" bedzie mial istotne znaczenie dla wspélczynnikéw transportu omawianych w
rozdziale [B

Znamienne, ze operator 7", podobnie jak operator T', zawiera zaréwno sekwencje diago-
nalne, jak réwniez pozadiagonalne. W analogii do réwnania mozna zatem przeprowadzic
podzial operatora T"" ze wzgledu na wyszczegélnione sekwencje. W efekcie tego podziatu
otrzymamy nastepujace wyrazenie:

T =nB + X, (4.28)
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gdzie operator X zdefiniowany jest réwnaniem

X - z / dCyn (Cy) S (C) +

+ i > /dCl L dCh(Cy] ... |C)SH(CYG ... GS1(Cy), (4.29)

b=2 C;...Cy

natomiast S}’f 1(C)) zawiera wszystkie pozadiagonalne sekwencje spoéréd Sp(C) zdefiniowanych
wzorem (4.17).

Dla cel6w niniejszej rozprawy warto uzupemhic uzywany tutaj jezyk diagraméw o nastepu-
jacy element:

e sekwencje nieredukowalne S14 (C1) zostana oznaczone na diagramie kwadratem| | obej-
mujacym linie czastek z grupy C}, do ktérego dotaczone zostang symbole O  wskazujace
na poczatek i koniec sekwencji w bloku. Przykladowo dla sekwencji rozproszeniowych
S12 (12) danych réwnaniem (4.15]) reprezentacja diagramowa uzyska postac

Sz (12) = o (4.30)

Jesli blok opatrzony zostanie symbolem czastek, oznacza¢ on bedzie wszystkie niere-
dukowalne sekwencje miedzy czastkami wypisanymi na bloku. Natomiast blok nie za-
wierajacy zadnych symboli czastek oznacza¢ bedzie nieredukowalne sekwencje miedzy
wszystkimi liniami czastek zakrytymi tym blokiem. Nalezy takze zwroci¢ uwage, ze w
publikacji [87], z ktérej autor rozprawy zaczerpnat jezyk diagraméw, bloki zdefiniowane
sg w nieco odmienny sposéb.

4.4 Podsumowanie

Makroskopowa reakcja zawiesiny (s) zwigzana jest z wystepujacym w niej polem (1) réw-
naniem (3.13). W réwnaniu tym wystepuje operator T, ktérego strukture mikroskopows
wyznaczono w niniejszym rozdziale. Struktura ta dana jest réwnaniem . Szereg roz-
proszeniowy S;(C1)G ... GS[(Cy) widoczny w tym réwnaniu niesie informacje o hydrodyna-
micznym oddzialywaniu czastek. Jest on jednocze$nie usredniony z blokowg funkcja rozktadu
b(Ch|...|Cp). Funkcja ta, jako ze wyraza si¢ przez czastkowe funkcje rozktadu n (C;...Cp)
zgodnie ze wzorem , zawiera z kolei informacje o strukturze zawiesiny - czyli sposobie
roztozenia czastek wzgledem siebie. Podkreslenia wymaga fakt, ze wymienione w tej rozprawie
charakterystyki zawiesin - wspdélczynniki transportu oraz czynnik hydrodynamiczny - w prosty
sposéb wyrazajg sie przez operator T°". Watek ten bedzie tematem nastepnego rozdziatu.
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Rozdzial 5

Wspolczynniki transportu

5.1 Wstep

Sedymentacja i $cinanie to dwa fundamentalne problemy w fizyce zawiesin, w ktérych pojaw-
iajg sie wspotczynniki transportu. Z kolei w eksperymentach z dynamicznym rozpraszaniem
Swiatta, omoéwionych we wstepie niniejszej rozprawy, wazng role odgrywa czynnik hydrody-
namiczny. W tym oto rozdziale przedstawiony zostanie zwiazek powyzszych charakterystyk
zawiesin z operatorem T wprowadzonym réwnaniem w rozdziale .

5.2 Sedymentacja

W rozwazanym tu problemie sedymentacji, jednorodna zawiesina znajduje si¢ w polu sity F
(np. sily grawitacyjnej) dzialajacej na czastki. Wspétczynnik sedymentacji K zdefiniowany
jest przez $rednia predkos$é opadania czastek (V) wzgledem $redniego pola predkosci zawiesiny

(v)
(5.1)

przy czym predkoS¢ ta podzielona jest przez czynnik Vo = pugly = 6mnal, réwny co do
wartos¢ predkoSci pojedyniczej kuli poruszajacej sie¢ w nieskonczonym plynie pod dzialaniem
wymienionej wyzej sity Fg.

W celu wyznaczenia wspélczynnika sedymentacji, nalezy obliczy¢ $rednig predko$¢ czastek
(V(R)). W ogélnym przypadku wiaze si¢ ona z pradem czastek (j (R)) réwnaniem (3.§), a
ten z kolei wyraza sie przez jedng z gornych sktadowych $redniej reakcji zawiesiny - wzory
oraz (3.5). Réwnania te zebrane razem dajg w efekcie

(VR) = T4 D Yim [Pu(s (R0 (5.2)



W dalszej kolejnosci mozna postuzy¢ sie wzorem ogélnym (3.13)) opisujacym pelng reakcje
zawiesiny (s (R)) wystepujaca powyzej, co prowadzi do formuty

VR) =Ty Y i {Pu / PRT™(R-R) (W (R)| (5.3)

w ktorej wystepuje érednie pole zawiesiny (1)) .

Warto zwréci¢ ponownie uwage na lokalny charakter powyzszego wzoru - do okresle-
nia bowiem $redniego pola predkosci czastek (V (R)) wystarczy informacja o $rednim polu
(¥ (R))) tylko w pewnym obszarze otaczajacym punkt R. Wielkos¢ tego obszaru okre§lona jest
zasiggiem operatora 77" (R — R’), ktéry poruszono w rozdziale 4l W konsekwencji powyzszy
wzor daje wskazéwke, w jaki sposéb mierzy¢é wspétczynnik sedymentacji: w tym celu nalezy
wybra¢ w uktadzie eksperymentalnym obszar jednorodnej zawiesiny, odpowiedniej wielkosci
zwigzanej z zasiggiem T w ktérym to obszarze érednie pole zawiesiny () bedzie stale.

Taka tez sytuacja rozwazana bedzie ponizej.

Wobec faktu, ze gérna sktadowa pola (1) - por. wzér (2.61]) - zwiazana jest z sitami i
momentami sit dzialajacych na czastki, oraz faktu, ze na kazda czastke dziala stala sita F',

jedyne nieznikajace sktadowe pola F (R) sa nastepujace: [ﬁ’} =TIyl - Fg, dlam=0,%1.

1m0
Dokladna postaé tego wzoru wynika z réwnan (2.32)), (2.18)), oraz (2.19).

Dolna skltadowa pola (1) z kolei oznacza $érednie pole predkosci zawiesiny (v). Pole to, z
zalozenia, w rozwazanym obszarze jest stale i réwne (v), zatem jedyne nieznikajace sktadowe
pola (v) to [(v(R))]},,0 = F—llyfm -(v), dlam = 0,%£1, co wynika ze zwigzku multipolowych
sktadowych ze skladowymi w bazie catkowej wynikajacym z réwnania oraz faktu, ze
jedyna skltadowa multipolowa statego pola predkoSci dana jest réwnaniem (ktore nalezy
zastosowaé do pola v, a nie do wystepujacym w tym réwnaniu U).

Wygodnie jest w tym miejscu przejs¢ do ukladu wspélrzednych wspétporuszajacym sie z
zawiesing w rozwazanym obszarze. Pole predkosci czastek (V (R)) zostanie wowczas prze-
transformowane do wielkosci (V (R)) — (v), a ostatnie réwnanie przyjmie postaé

(V(R)) — (v) = 1r§ ) Yim [Pu / PR'T™ (R —-R/) P, Vi Fg (5.4)

n T e 1m0,1m’0

w ktorej wykorzystano zerowa wartos¢ pola predkoSci zawiesiny po zmianie ukladu wspéirzed-
nych oraz postaé sity F' opisana wyzej.

Ostatnim krokiem prowadzacym do zwigzku wspélczynnika sedymentacji z operatorem
T jest wykorzystanie wlasnoSci izotropowoséci. W rozwazanej sytuacji zawiesina jest nie
tylko jednorodna, ale réwniez izotropowa. W konsekwencji tego, macierz wystepujaca w os-
tatnim wzorze - wiazaca ze sobg predkosc sedymentacji czastek wzgledem predkosci zawiesiny
(V(R)) — (v) z sily dzialajaca na czastki F', - jest macierza proporcjonalng do macierzy
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jednostkowej. Przy czym wspétczynnik proporcjonalno$ci moze by¢ wyrazony jako % Sladu
tej macierzy. Macierz ta uzyska zatem postac

—F2 Z Z Vim { / PR'P,T"" (R —R) Pu] v, =

m=—1m/=-1 1m0,1m’0
1

1 .
13—nrf > { / P*R'P,T" (R) Pu] : (5.5)

m=—1 1m0,1m0

gdzie 1 oznacza macierz jednostkowa, a w obliczaniu §ladu wykorzystano ortonormalnosc
tensoréow yy,, dana réwnaniem (A.5). Ostatecznie zastosowanie powyzszego wyrazenia we
wzorze ((5.4) oraz definicji (5.1]) wspétczynnika sedymentacji K, prowadzi do wzoru

K=t I? :Z { / P*RP,T" (R) Pu] : (5.6)

31y 1m0,1m0

5.3 Przeplyw Scinajacy

Wspétezynnik lepkosci efektywnej zawiesiny wprowadzony zostal we wstepie niniejszej rozprawy.
Ogdlniejsza definicje tego wspélczynnika mozna poda¢ w postaci zwigzku nieréwnowagowej
czesci tensora napiet (o) z zsymetryzowanym gradientem przepltywu g

<OO-> = 277effg7 (57)

gdzie g;j = 3 (Vi(v;) +V;(vi)), a (v) to predkos¢ érednia zawiesiny. W referencji [54]
wyznaczono ten tensor dla przypadku jednorodnego przeptywu Scinajacego w zawiesinie, ktory
jest tutaj rozpatrywany. Znajdujemy tam, ze tensor () mozna podzieli¢ na dwa wklady

(G) = (&™) + (67 (5.8)
° ﬂuid>

Pierszy wktad <a zalezy jedynie od wiasnoSci cieczy, gdyz réwny jest on 2ng, natomiast
drugi wklad zwiazany jest ze Srednim symetrycznym, bezsladowym momentem dipolowym
sity D;, wprowadzonym wzorem ([2.17)), charakteryzujacym czastki

(67 (r,Q)) <25 (R - R,) > (5.9)

W niniejszej pracy szczegdlnie przydatne bedzie powigzanie powyzszego tensora napiec ze
sktadowymi multipolowym $redniej reakcji zawiesiny (s (R)). Uzyskuje sie to przy wykorzys-

taniu wzoréw ([2.23) oraz (3.6):

(67 (r, ) = —Fiz 3" Vo [Pa (s (0) gm0 - (5.10)
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Sredni@ reakcje zawiesiny wyznaczyc¢ z kolei nalezy z ogélnego wzoru uwzgledniajac
fakt, ze w rozwazanej sytuacji gérne sktadowe pola (1)) wystepujace w przywolanym wzorze
wynosza, zero, gdyz na czastki nie dzialaja zadne zewnetrzne sily. Dolna za$ sktadowa (v)
tego pola odpowiada jednorodnemu polu predkosci zawiesiny g, co w bazie multipolowej ma

postaé [39]
1 *
[{0))omo = 7-¥om * & (5.11)
2

Uwzgledniajac powyzsze otrzymujemy nastepujace wyrazenia na tensor <5Part>:
=g 2 3 [[emarrmn] e Gw
2 m=—2m'=—2 2m0,2m’0
W przypadku zawiesiny izotropowej, powyzszy zwiazek musi przyjaé postac [31]
(%) = 284U : g, (5.13)

gdzie tensor czwartego rzedu U,s,, jest tensorem symetrycznym i bezsladowym ze wzgledu
na pierwsza i ostatnia pare indekséw. Tensor ten wyraza si¢ ponizszym wzorem

2 S| (5.14)

1
Uapuw = ) Oapdpy + Oardpu — 3

Wkiad do lepkoéci efektywnej od czastek, An, g, moze by¢ wyznaczony z poréwnania wymienionych
wyzej zawiazkéw (oP*') oraz g, na przykltad poprzez obliczenie podwdjnego zwezenia ten-
soréw wystepujacych w tych zwigzkach. Zwezenie tensora U ma wartoS¢ U,ps, = 5, a tensora
[YomYsm)a BB = Omms, o wynika z relacji ortonormalno$ci . Poréwnanie to prowadzi do
nastepujacego réwnania

2
11 .
Apg = -2 L / FRPT™ (R) Py | (5.15)
1015 =,

2m0,2m0

a w konsekwencji wspélczynnik lepkosci efektywnej zawiesiny ma postaé

Negg = 1 — iori 22; { / PRP; T (R) Pd} : (5.16)

2m0,2m0

5.4 Czynnik hydrodynamiczny

Omawiany we wstepie rozprawy czynnik hydrodynamiczny, zdefiniowany byl wzorem

H(q) = N1%<Zq i Rl...RN)-QGXp[iq(Rl—Rj)]>, (5.17)
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ktéry z wykorzystaniem funkcji § Diraca ma réwnowazng postac

H(q) = ,ul /d3Rd3R’ <Z S(R—Ry) py; (Ry...Ry) 0 (R — Rj)> exp [iq (R — R)]-q.
- (5.18)

Srednia w powyzszym wyrazeniu to u$redniona macierz ruchliwoéci p (R, R’),

p(R,R) = <Z§R Rl)ulj(Rl...RN)é(R'—Rj)>, (5.19)

l,j=1

zalezna od polozenia pierwszej i ostatniej czastki w szeregu rozproszeniowym. WielkoS¢ ta
jest fragmentem macierzy multipolowej P,T P, ze wzoru (3.11)) - jej sktadowe dla [ = 1 i
o = 0 dzialajac na sile zwracajg predkoSc¢ czastek. Dokonujac przejscia z bazy multipolowej
do catkowej przy pomocy wzoréw oraz (2.26]), powyzsza macierz ruchliwosci moze by¢
wyrazona przez skladowe operatora 1" w postaci

p(R,R) = F2zzy1m [P.T (R RY) P g 1m0 Y- (5.20)

Macierz ta ma zatem dobrze okreslon@ granice termodynamiczng, gdyz operator T dany jest
wowczas wyrazeniem (4.10). Ponadto macierz pu (R, R’) jest tutaj wielkoscia jednorodna,
podobnie jak operator 7' w réwnaniu (4.8))

p(R,R)=p(R-R). (5.21)

Rozwazajac zatem wzoér (5.18]) w granicy termodynamicznej, po wprowadzeniu nowej zmiennej
catkowania R — R’ zamiast zmiennej R/, pojawi sie transformata Fouriera macierzy p:

12 T *
-y Z Vim [PUT () Pu] ooty Y (5.22)

a calka po zmiennej R podzielona przez liczbe czastek wprowadzi jednoczastkows funkcje
rozktadu n, co ostatecznie daje nastepujaca posta¢ czynnika hydrodynamicznego:

I .
H(q) = L (q) -4 (5.23)
W przypadku rozwazanej tu zawiesiny izotropowej, transformata Fouriera macierzy ruchli-
wosci musi mie¢ ogdlng postaé operatora izotropowego fi (q) = a(q) 1+b(q) 44, gdzie a (q) i
b (¢) to funkcje zalezne od dtugosci wektora falowego q. Uwzglednienie tego faktu w powyzszym
wzorze prowadzi do wniosku, ze czynnik hydrodynamiczny nie zalezy od kierunku wektora
falowego, a jedynie od jego dlugosci. Z tego powodu, w ostatnim réwnaniu mozna przyjac
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q = e,, a wykorzystanie postaci (b.22)) macierzy fi oraz faktu, ze yi,, - €, = d,,70 prowadzi do
wzoru )
) .
H(q) = - 11 [PT (ge) P
Powyzsze réwnanie wyraza czynnik hydrodynamiczny poprzez sktadowe operatora T'. Obec-
nym za$ celem, jak opisano we wstepie niniejszego rozdziatu, jest powiazanie czynnika hydro-
dynamicznego z operatorem 17", Zwigzek ten bezie mial posta¢ réwnania

(5.24)

100,100

1 ~.
H(q)=—T7} [PuT”’“ (ge.) Pu}

(5.25)
Nl

100,100

Ponizej zostanie opisany jedynie szkic rozumowania prowadzacego do wyprowadzenia powyzszego
wzoru z réwnania poprzedniego - szczegdly zostang pominiete.
Rozumowanie to nalezy zacza¢ od przedstawienia macierzy ruchliwoSci fi (q) w nastepu-
jacej postaci R
i1 (q) = PucT (q) P, (5.26)

gdzie P,;. oznacza operator rzutowania, ktory z reakcji zawiesiny S zwraca predkoS¢ transla-
cyjng czastek w bazie catkowej. Macierz ta w dalszej kolejnosci moze by¢ przedstawiona
wzorem

f(q) = PulcTirr (a) Pglc + PulcTirr (a) Pcz;éeff (q) PdcTiw (a) Pgic? (5.27)

do wyprowadzenia ktérego nalezaloby wykorzysta¢ réwnania , oraz propagator
efektywny w bazie catkowej G.s¢. Symbol FP,. oznacza tutaj operator rzutowania, ktéry z
reakcji zawiesiny S zwraca dolne skltadowe w bazie catkowe;j.

Wystepujace w tym réwnaniu operatory P17 (q) PL oraz G. 77 (q), na podstawie jed-
norodno$ci zawiesiny, muszg mie¢ w bazie calkowej postac¢ izotropowej macierzy zaleznej od
wektora falowego. Najogélniejsza postaé¢ takiej macierzy jest nastepujaca: 1f (¢) + qgh (q)

Postaé operatora G, ¢ (q) mozna podac w sposéb jeszcze bardzie szczegdlowy, gdyz propagowac
on musi bezdywergentne pole predkosci, czego konsekwncja jest fakt, ze rzutuje on na wektor
prostopadly do q - wyraza sie zatem wzorem

A~

Gesr (@) =a(g) (1-4a4). (5.28)

Ze wzgledu na fakt, ze w definicji czynnika hydrodynamicznego brane sa skladowe macierzy
i1 (q) réwnolegle do q - drugi wyraz réwnania (5.27) z uwagi na wystepujacy tam tensor

G.ss (q) wyzeruje sie. Konczy to uzasadnienie podanego wyzej zwiazku czynnika hydrody-
namicznego z operatorem 77",

5.5 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale pokazano, ze wspoétczynniki transportu takie, jak wspétczynnik sedy-
mentacji i lepkos¢ efektywna oraz czynnik hydrodynamiczny wyrazaja sie przez odpowiednie
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sktadowe operatora T%". Przyblizona metoda wyznaczania wspomnianych wielkoéci bedzie
zatem polegala na przyblizonym wyznaczaniu tego operatora. Na tej wlasnie wielkosci kon-
centruje sie dalsza cze$¢ niniejszej rozprawy.
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Rozdzial 6

Operator T"" - renormalizacja
propagatora

6.1 Wstep

Operator 77", dany wzorem , odgrywa kluczowa role w zwigzkach makroskopowych
charakterystyk zawiesin z ich struktura mikroskopowa (rozdzial . Z uwagi na zlozono$¢
tegoz operatora, jego wyznaczenie wymaga skorzystania z metod przyblizonych. W niniejszym
rozdziale operator T zostanie przedstawiony w sposéb réwnowazny do wyrazenia .
Jego nowa postac¢ bedzie stanowita punkt wyjscia do sformutowania przyblizonej metody wyz-
naczania wspolczynnikéw transportu w dalszej czesci pracy.

Nalezy dodac, ze wyniki zamieszczone w poprzednich rozdziatach dostepne sg w znacznym
stopniu w literaturze. Natomiast niniejszy rozdzial zawiera wyniki uzyskane przez autora
roZprawy.

6.2 Blokowa funkcja rozkladu - zwiazek z funkcjami ko-
relacji

Wezeéniejsze wyprowadzenie mikroskopowej postaci operatora 7" z réwnania prowadzace
do réwnania polegalo w gléwnej mierze na operowaniu funkcjami rozktadu dla zadanej
struktury blokowej - gléwng role odegraly tam zatem funkcje rozkladu. Podobnie bedzie
réwniez w rozdziale niniejszym: wyprowadzenie zrenormalizowanej postaci operatora T"
odbywac sie bedzie na poziomie funkcji rozktadu. Wyprowadzenie to nalezy zacza¢ od oméwienia
zwigzku funkcji korelacji z blokowymi funkcjami rozktadu.
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6.2.1 Funkcje korelacji

Funkcje korelacji g5 (1] . . . |s) zdefiniowane sa przez rozklad grupowy funkcji rozktadun (1 ... s)
wedlug ponizszego wzoru [93]
n(l) = ¢(1),
n(12) = g1 (1)g1(2) +92(1[2),
n(123) = ¢1(1)g:1(2)g1(3) +
+91(1) 92 (2[3) + 91 (2) g2 (113) + 91 (3) 92 (1]2) +
+g3 (1]2(3) ,

(6.1)

W ogdlnosdci, s-czastkowa funkcja rozktadu wyraza sie przez sume iloczynéw funkcji korelacji
Jm, ktéra to suma skonstruowana jest w wedtug przepisu:

e dzielimy zbidér 1,...,s na rozigczne podzbiory w kazdy mozliwy sposéb - zaden z tych
podzbiéréw nie moze by¢ pusty, a ich suma réwna jest zbiorowi 1, ..., s;

e dla kazdego podzialu bierzemy odpowiadajacy mu iloczyn funkcji g - kazda funkcja
zalezy od wszystkich zmiennych w podzbiorze;

e dodajemy do siebie wszystkie powyzsze iloczyny.

6.2.2 Reprezentacja graficzna funkcji rozkladu

W rozktadzie grupowym , funkcje rozkltadu n wyrazone sg przez sume wyrazéw, z ktérych
kazdy dany jest przez iloczyn funkcji korelacji. W dalszej analizie wykorzystany zostanie jezyk
graféw, ktéry postuzy do przedstawiania tego typu iloczynéw, wystepujacych w funkcjach
rozktadu. Reprezentacja graficzna wprowadzona zostanie na przykladzie réwnan , ktore
to réwnania, bez zmiany kolejnoSci poszczegolnych wyrazéw, zapisywane beda w nastepujacy
Sposob:

n(1) = 1, (6.22)
n(12) = 1 2+1 2. (6.2b)
n(123) = 1 2 3+

1 2 3.1 2 3.1 2 3
Te AT A Ta s o
vz 03 (6.2¢)

W ogdlnosci, grafy konstruowane zostana w nastepujaco:
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e Kazda kropka ¢ odpowiada danej czastce. Kropki umieszczamy na jednej prostej w
ciggu rosnagcym - ze wzgledéw estetycznych w réwnej odleglosci od siebie.

e Funkcja korelacji g, (i1] . . . |is) reprezentowana jest tukami taczacymi odpowiednie kropki
- rysujemy tuk od czastki ¢; do 75, nastepnie tuk od i, do 13, etc.

Luki te sg skierowane w ddl i maja ksztalt krzywych tancuchowych; tuki dla kolejnych
funkcji korelacji rysujemy w taki sposéb, aby, o ile to mozliwe, nie przecinaty sie ani nie
stykaly z tukami poprzednich funkcji korelacji;

Ostatni punkt zilustrowany zostanie na przyktadzie jednego z wyrazéw wystepujacych w
jedenastoczastkowej funkcji rozktadu n (1,...,11):

g1 (112) 91 (3) 91 (4) 92 (5[10) g5 (6]7[8) g2 (9[11) . (6.3)
ktéry w jezyku omawianych tutaj graféw bedzie mial postac

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11

T N A 2 S (04

Zwrécié nalezy tutaj uwage, ze tuki odpowiadajace funkcjom g (6|7|8) oraz g, (5/10) nie przeci-
naja sie. Z kolei unikniecie przecigcia sie tukéw g, (9|11) oraz g (5/10) jest niemozliwe.

W celu wyrazenia zwigzku blokowych funkcji rozktadu danych réwnaniem (4.23) z funke-
jami korelacji g, wystarczajacym bedzie wprowadzenie pojecia redukowalnoSci i nieredukowal-
nosci grafu.

Graf jest redukowalny, gdy mozliwe jest ustawienie pionowej linii nieprzecinajacej zad-
nego elementu grafu w taki sposéb, ze dzieli ona graf na rozltaczne czesci. Przykladowo -
przywotany wczeSniej graf - jest redukowalny. Nadto, wymieniong lini¢ mozna w tym grafie
ustawi¢ na trzy sposoby - pierwsza miedzy kropkami 2 i 3, drugg miedzy kropkami 3 i 4, a
trzecig miedzy 4 i 5.

Graf nieredukowalny natomiast, to graf, ktéry nie jest redukowalny - czyli nie mozna
w nim ustawic¢ pionowej linii tak, aby nie przecinajac zadnego elementu grafu rozdzielata go
ona na separowalne czesci. Przykladem grafu nieredukowalnego jest graf postaci:

1 2 3 4 )

- - - (65)

Graf wystepujacy w réwnaniu konsekwentnie sklasyfikowany zostanie jako graf
nieredukowalny. Ponadto drugi graf w réwnaniu oraz trzeci i piaty graf w réwna-
niu sa réwniez nieredukowalne. Pozostale grafy wystepujace w przywotanych tutaj
réwnaniach sa redukowalne.

Wprowadzone pojecie nieredukowalno$ci grafu umozliwia wyrazenie zwigzku blokowych
funkeji rozkladu b zdefiniowanych formula, z funkcjami korelacji g,, nastepujaco:

b(1]2]...|s) = grafy nieredukowalne w n (1...s). (6.6)
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Dowdd tego zwigzku przedstawiony zostanie ponizej.

Na potrzeby tegoz dowodu zostanie wprowadzone pojecie struktury redukowalnej grafu.
Przypomnijmy - graf jest redukowalny, gdy mozliwe jest ustawienie pionowej linii nieprzeci-
najacej grafu i dzielagcej go na rozlaczne czeSci. Podanie numeréw czastek, za ktérymi
mozliwe jest umieszczenie omawianej linii pionowej okre§la strukture redukowalng grafu. Dla
przyktadu obok ponizszych graféw podano ich strukture redukowalna:

graf struktura redukowalna

- LD ot
(6.7)
Loz 1
1 2 3 2
. °

Wykorzystujac pojecie struktury redukowalnej mozna z jego pomocg nakresli¢ na razie
szkic dowodu:

Roéwnanie wynika z poréwnania dwéch wzoréw na s-czastkowa funkcje rozkladu.
Pierwszy wzoér uzyskuje sie rozpisujac wyrazenie na s-czastkowa funkcje rozkladu postaci

n (]. PN S) = <]. (Punc + Qunc) 2 (Punc + Qunc) s (Punc + Qunc} 3> ) (68)

gdzie P, + Qune jest operatorem jednostkowym - operator P,,. zostal wprowadzony réw-
naniem , natomiast Q. = 1 — P,,.. Drugie wyrazenie to podzial graficznej reprezen-
tacji funkcjin (1. .. s) na grafy pogrupowane wedtug ich struktury redukowalnej. Poszczegélne
struktury redukowalne w tym wyrazeniu beda odpowiada¢ doktadnie wyrazom powstajacym
7 Wymnozenia pierwszego wyrazenia . Poréwnanie tych wyrazen na funkcje rozktadu, dla
kolejno coraz to wiekszej ilosci czastek s, prowadzi do réwnania .

Pierwsza czes¢ dowodu polega¢ bedzie na wymnozeniu réwnania. na s-czastkowa
funkcje rozkltadu, przy czym wymnozone wyrazy zostang pogrupowane najpierw wedtlug ilosci
operatoréw P,,., a nastepnie wedlug rozmieszczenia tych operatorow.

Prostym jest faktem, ze wéréd wyrazéw powstajacych z wymnozenia réwnania jest
tylko jeden wyraz niezawierajacy zadnego operatora P,,., mianowicie (1Qunc2Qunc - - - QuneS)
ktéry w Swietle wzoru réwny jest

b(1]...s). (6.9)

Prostym jes tez faktem, ze po wymnozeniu wyrazenia wystapi w nim s — 1 wyrazéw
zawierajacych doktadnie jeden operator P,,., a sumowac si¢ one beda do postaci

Z b(1|...|i1)b(iy +1]...]s). (6.10)

Nalezy mocno podkresli¢, ze wyrazy ponumerowano liczbg i, okreSlajaca miejsce wystapienia
operatora P,,. w analogiczny sposéb do sposobu wykorzystywanego w okre$laniu struktury
redukowalnej grafu - za czastka i; znajduje sie operator P,,..
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Idac dalej - prostym jest réwniez faktem, ze wyrazy zawierajace doktadnie dwa operatory
P,,.. pogrupowane mogag, zosta¢ wedtug liczb i; oraz iy okre§lajace potozenie operatora P,
jak to opisano wyzej. To znaczy liczby te okreslone sg warunkiem 1 < 47 < i3 < s—1, a
omawiane tu wyrazy wysumuja si¢ do postaci

S b i) b (1] i) b (i 1] s). (6.11)

1<i1<i9<s—1

Dla [ operatoréw P,,. (gdzie | nie moze przekroczy¢ s — 1), uogélnienie tego rozumowania
daje
> b(A|.. i) b iy +1]...|i)...b(iy+1]...]s). (6.12)
1<i1 <12<... < <s—1
Ostatecznie, po zebraniu wyrazéw bez operatora P,,,., z jednym operatorem, dwoma, itd.,
powyzsze rozumowanie prowadzi do nastepujacego roziozenia s-czastkowej funkcji rozktadu

+2_: S b i) bl L i) b (1) (6.13)

=1 1<i1<i2<... < <s—1

co konczy pierwsza czesé dowodu.

Druga cze$¢ dowodu opiera sie na indukcji matematyczne;j.

Nalezy wiec w pierwszym kroku indukcyjnym sprawdzi¢ réwnanie dla przypadku
s =1 - jest to prawda, gdyz b(1) = n (1), a jednoczastkowa funkcja rozktadu zawiera jeden
nieredukowalny diagram jednoczastkowy.

Drugi krok indukcyjny polega na wykazaniu réwnania dla s czastek, przy zalozeniu
jego prawdziwos$ci dla s — 1 czastek - rozwazac tu nalezy liczbe czastek s > 1.

Wiasciwa droga postepowania polega na podzieleniu wszystkich graféw w s-czastkowej
funkcji rozkladu, ze wzgledu na mozliwe struktury redukowalne - funkcja n(1...s) sklada
sie z graféw nieredukowalnych oraz redukowalnych, ktére moga by¢ podzielone w analogii do
réwnania (6.13]), mianowicie

n(1...s) = [grafy nieredukowalne w n (1...s)] +
s—1
Z [grafy redukowalne w n (1...s) o strukturze red. iy ...7]. (6.14)
=1 1<i1<i2<...<;<s—1

Kluczowe bedzie rozwazenie drugiej linijki powyzszego wzoru. Nalezy sie zastanowic¢ nad
jawna postacia wyrazenia

[grafy redukowalne w n (1...s) o strukturze red. iy .. .7 (6.15)
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dla zadanych liczb iy ... 1.
W tym celu przywolany zostanie nastepujacy fakt, ze dla k > 1 oraz k < s:

n(l...s)=n(1,....k)nk+1,...,8)+

grafy w ktorych conajmniej jedna czastka spoéréd 1...k

skorelowana jest z conajmniej jedng czastka sposréd £+ 1,...,s |’ (6.16)

ktérego prawdziwos¢ wynika z wlasnoSci grupowej czastkowej funkcji rozktadu.
W konsekwencji powyzszego, przy podziale s-czastkowej funkcji rozkladu wedtug wzoru

n(l,....s)=n(1,...;0)n(+1,...,09)...n (i + 1,...,s) + reszta, (6.17)

rzaden z graféw w owej 'reszcie’ na pewno nie ma struktury redukowalnej ¢ . ... Prowadzi
to do wniosku, ze wszyskie grafy redukowalne w n (1...s) o strukturze redukowalnej i .. .14
zawarte sa w wyrazeniu

n(l,,Zl)n(zl—i—l,,22)71(21—1—1,,5) (618)

Istotne dalej jest, ze aby z tego wyrazenia uzyska¢ graf o strukturze redukowalnej iy .. .1,
nalezy w kazdej z wystepujacych tu funkcji n wybiera¢ grafy nieredukowalne, przy czym
kazdy taki wybor prowadzi¢ bedzie do rozwazanych tu graféw redukowalnych. W $wietle za$
zalozenia indukcyjnego grafy nieredukowalne wyrazajg sie przez blokowa funkcje rozkladu.
Mamy zatem

[grafy redukowalne w n (1...s) o strukturze red. iy ...7] = (6.19)
b(1]... )b (i +1]...|ia)...0(5g +1]...]s), (6.20)

a w konsekwencji réwnanie (6.14]) przyjmuje nastepujaca postac:

n(l...s) = [grafy nieredukowalne w n (1...s)]+

+i > b(1]...)ix)b (i +1|... Jia)...b(i+1]...]s). (6.21)

=1 1<41<i2<... <4 <s—1

Poréwnanie powyzszego wzoru z réwnaniem ((6.13)) konczy dowod formuly (6.6).

6.3 Pogrupowanie graféw w blokowej funkcji rozkladu

Kluczowym, jak dotychczas, wynikiem niniejszego rozdziatu, jest wyrazenie na blokowsa
funkcje rozkladu b(1|...|s), zgodnie z ktérym wyraza si¢ ona przez grafy nieredukowalne
wystepujace w n (1...s).
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Dalsza analiza dotyczy¢ bedzie wiadnie graféw nieredukowalnych. Kilka ich przyktadéw
wypisano ponizej

L,

L]

1 2
"

1 2 3
W ’

Poza szczegélnym przypadkiem grafu jednoczastkowego, w kazdym z nich pierwsza kropka
potaczona jest z kropka ostatnig thukiem jednym, albo kilkoma tukami, ktére si¢ przecinaja.
Nie jest to fakt przypadkowy, ale zasadnicza cecha graféw nieredukowalnych wynikajaca z
definicji nieredukowalnosci grafu.

7 faktem tym zwigzane zostanie pojecie tancucha. W grafie odpowiadjacym s-czastkowej
funkcji rozkladu, fancuch to wszystkie elementy grafu polaczone z pierwsza i ostatniag kropka.
Przykladowo, na grafach przywotanych wcze$niej taficuchy to kolejno: g1 (1); go (1|2); go (1]3);
g3 (1]2|3); g2 (1]5), a na ponizszym grafie zawartym w n (1,...,9) - lafcuch to g2 (1]5) g2 (4/9).

1 2 3 4 ) 6 7 8 9
« o« _* . (6.22)

Z przytoczonych wyzej przykltadéw wynika, ze w ramach jednej funkcji rozktadu n wys-
tepowaé mogg tancuchy zawierajace rézna ilo$¢ czastek. Jest to widoczne dla funkcji n (123),
gdyz w tym przypadku pojawia sie tancuch dwuczastkowy g (1|3) oraz tanicuch tréjczastkowy
gs (1]2[3).

Dla funkcji rozkladu zawierajacej wiecej czastek pojawi sie tez wiecej tancuchéw. Pomoc-
nym pojeciem stuzacym ich pogrupowaniu jest tzw. struktura tancuchowa grafu. Struk-
tura ta okreSla, ktére czastki wchodza w sktad danego tancucha. Przykladowo, ostatni graf
ma strukture tancuchows postaci 1549.

Przytoczenie kolejnego przyktadu grafu wystepujacego w n (1,...,9):

1 2 3 4 5 6 7 8 9
«__» e (6.23)

pokazuje, ze mozliwe sg takze inne grafy o tej samej strukturze tancuchowej, ale o innym
lanicuchu - w tym przypadku jest to tancuch gy (1]4[5)9).
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Warto zastanowi¢ sig, jakie struktury tancuchowe dla funkcji rozktadu n (1. ..s) mozliwe
sg w ogdlnoSci. Dla przypadku jednoczastkowej funkcji rozkltadu problem jest banalny, gdyz
n (1) = g1 (1) - wystepuje tu jeden tancuch g (1).

Dla funkcji rozkladu o wigkszej ilosci czastek najprostsza struktura tancuchowa - z uwagi
na fakt, ze kazda struktura musi zawierat¢ pierwsza i ostatnia czastke, co wynika z definicji
tancucha - to niewatpliwie 1s. Liczniejsze tancuchy to te, ktére zawieraja trzy czastki, przy
czym mozliwe tutaj s na przyklad stuktury 12s lub 13s - w sumie s—2 mozliwych tréjczastkowych
struktur. Wszystkie zatem trojczastkowe struktury tancuchowe to struktury postaci i;isi3,
gdZielzi1<i2<i3:8.

Dla struktur o liczbie czastek r uogélnienie jest proste - mozliwe struktury tancuchowe sg
postaci i17g ... 1, gdzie 1 =iy < ip < ... < ip_q < i = S.

Podziat graféw nieredukowalnych w n (1...s) ze wzgledu na ilo$¢ czastek w strukturze
tancuchowej, w $wietle opisanych wyzej mozliwych struktur tancuchowych ¢, . . .7, ma nastepu-
jaca postac

b(1]...|s) =
i Z nieredukowalne grafy w n (1...s) (6.24)
o strukturze tancuchowej i1i9 ..., |~ '

r=1 1=i1<ig<...<ir=8

W niniejszym rozdziale za cel wyznaczone zostalo powyzsze pogrupowanie graféw w funkcji
rozkladu b (1]...|s). Krokiem wieficzacym osiagniecie tego celu bedzie wyznaczenie jawnej
postaci wystepujacych w powyzszym wzorze 'nieredukowalnych graféw w n (1...s) o struk-
turze tancuchowej iqis .. .17, .

Pomocne bedzie tutaj rozwazenie przyktadéw: dla funkcji n (1234) wszystkie grafy niere-
dukowalne o strukturze tancuchowej 14 (jedyny w tym przypadku taki taricuch to gs (1[4))
sumujg sie do postaci

g2 (1]14)n (34). (6.25)

Nietrudnym byloby takze rozwazenie przypadku dla pieciu czastek oraz struktury tancuchowe;j
135 - wszystkie grafy w n (12345), nieredukowalne, o tej strukturze wysumuja sie¢ do postaci

g3 (1[3[5) n.(2) n (4) . (6.26)

Nalezy dodag, ze wyniki te uzyskatoby sie z rozktadu funkcji n na grafy, ktéry to rozklad dla
niskiej ilodci czastek dany jest jawnie réwnaniami (6.2)).

W obu ostatnich wyrazeniach charakterystyczny jest fakt pojawienia sie funkcji rozktadu
n. Nadto kazda z tych funkcji rozkladu zawiera czastki, ktére sasiadowalyby ze soba na
grafie. Ma to takze zastosowanie w ogélnym przypadku: dla pewnego wybranego tancucha
o strukturze tancuchowej 7, . . . i, wszystkie grafy nieredukowalne w n (1...s) sumowalyby si¢
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do wyrazenia

wszystkie grafy nieredukowalne w n (1...s)
o wybranym tancuchu o strukturze tancuchowej iy .. .1,

[wybrany tancuch iy ...3.] x n ({i1,..., 02} \ {i1,92}) X

n ({izs - is) \ {insis}) o on (Lo, - o i} \ L1, i), (6.27)

gdzie przyjeto oznaczenie {1,...,s} na zbiér czastek (w tym przypadku sa to czastki 1...s)
oraz oznaczenie n ({1,...,s}) na funkcje rozktadu zalezna od czastek w wypisanym zbiorze.
Nadto w powyzszym wyrazeniu wykorzystano oznacznie \ na réznice teoriomnogoSciows
zbioréw, a jedli w funkcjach rozktadu n({i;...i2} \ {i1i2}) pojawi si¢ zbiér pusty, to wéw-
czas nalezy przyja¢ n (@) = 1.

Dowdéd powyzszego wyrazenia moze przebiega¢ w nastepujacy sposéb: sposrod wszystkich
graféw w n (1...s) nalezy odrzucaé kolejno te, ktére nie sa nieredukowalne lub nie posiadaja
odpowiedniego tancucha. Idac tym tokiem - w pierwszej kolejnoSci wybrane zostang wszystkie
mozliwe grafy z n(1...s), ktére moga zawiera¢ wybrany tancuch - sa to grafy postaci

[wybrany tancuch é; ...43,] x n ({1,...,s}\ {i1,....0}), (6.28)

co wynika z réwnania (6.16]) w zastosowaniu do podzialun (1, ..., s) nailoczyn n ({i,...,i,})

oraz n({1,...,s} \ {i1,...,ir}):
n(l...s)=n{iy,....oHn{1,...,s}\ {ir,...,0})+

grafy w ktoérych conajmniej jedna czastka spoéréd iy, ..., 4,

skorelowana jest z conajmniej jedng czastka sposréd {1,...,s}\ {i1,...,4,} (6.29)

Wyrazy wystepujace w drugiej linijce tego wyrazenia nie moga mie¢ struktury lancuchowej
U« e

W dalszej kolejnosci nalezy sukcesywnie wydziela¢ z funkcji n ({1,...,s} \ {i1,...,0}) -
przy wykorzystaniu wzoru (6.16)) - grupy sasiadujacych ze soba czastek. Grupy te zaznaczono
schematycznie na ponizszym grafie

il 1+1 Z2—1 ’LQ 2+1 Z3—1 23 (630)

Za kazdym zastosowaniem wzoru odrzuci¢ bedzie mozna grafy w jego drugiej linijce,
gdyz grafy te beda zmienia¢ strukture tancuchowa. Opisane tutaj sukcesywne odrzucanie
graféw z wyrazenia pozostawi grafy, ktére wypisano w réwnaniu (6.27), co koficzy
dowdd jego poprawnoSci.

Zwazywszy na fakt, ze udowodnione wlasnie réwnanie stosuje si¢ do kazdego tancucha o
strukturze tancuchowej 2175 . . .4, - zsumowanie ich prowadzi do wyniku:
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nieredukowalne grafy w n (1...s)
o strukturze tancuchowej 7145 . . .17,

[suma wszystkich tancuchéw w n (i, ..., i,) o strukturze tancuchowej i; .. .1%,] X

s ({in, .y is} \ {insio}) n ({ias -, is} \ Lz is}) o on ({irers ooy i3\ fir,in}) . (6.31)

Wiynik ten wraz z réwnaniem ((6.24]) prowadzi do nastepujacego podziatu blokowej funkcji
rozktadu ze wzgledu na ich strukture tancuchows;:

b(1]...|s) =

i > H(ir| .. |ive)n(ir) . .. n(ips) ¥

r=1 1=41<i2<...<tp41=8

n({ir .. io )\ {iria}) oo ({ir - ipar )\ {ivipar }) (6.32)

gdzie H (1|2|...|s), nazywana dalej blokowa funkcja korelacji, zdefiniowana jest nastepu-
jaco:

n(1)...n(s)H (1[2]...|s) = [ suma wszystkich tanicuchéw wn (1...s) (6.33)

o strukturze tancuchowej 1...s

W réwnaniach oraz wystepuja potozenia czastek, oznaczane ich numerami
1,2, etc. W dalszej czeSci rozprawy wykorzystane bedzie proste uogdlnienie tych réwnan.
Uogdlnienie to polega na rozwazaniu grup czastek oznaczanych Ci, Cs, ..., zamiast samych
czastek 1,2, .... Wyrazenia podane nizej, wyprowadzi¢ nalezy w identyczny sposéb jak wzory
i - wystarczy w tym rozdziale zamieni¢ stowo ’czastka’ na stowo ’grupa’ oraz
oznaczenia potozenia czastki i na C;. W konsekwencji tej zamiany réwnania definiowaé
beda funkcje korelacji zawierajace bloki, a nie czastki, np.:

n(Ch) = a(Ch)
n(C1,Ca) = ¢1(C1) g1 (C2) + g1 (C1Cy),
n(Cy,Cz,C5) = (Cl) 1(C2) 91 (C3) +
C1) g2 (C2|C3) + g1 (C2) g2 (C1]C3) + g1 (C3) g2 (C1]C2) +
1|C2|Cs) (6.34)

g1
+g5 (C

/\/\

przy czym nalezy zauwazyc, ze wtasnos¢ grupowa w przypadku tych funkcji wyrazac sie bedzie
dla b > 2 wzorem

jesli ktorakolwiek grupa oddala sie

g6 (Chl...[Cy) — 0 od grup pozostatych

(6.35)
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Zamiana ta w dalszej kolejnoSci prowadzi do nastepujacego rezultatu:

b(Chl...|Cy) =

i > H(Cy ... |Ci ) )n(Cyy) - n(Ci,py ) X

r=1 1=i1<i2<...<ip41=b

n({C’“ e CZQ} \ {C“sz}) .. ({C'L'r ce Cir+1} \ {CiTCiTJrl ) 3 (636)
gdzie
| suma wszystkich lancuchéw w n (Cy, ..., Ch)
n(Cr) - G H (Ch - [Gy) = [ o strukturze tancuchowej. Ci, ..., Cy (6.37)
Wyrazenie na blokowa funkcje rozktadu b (C|...|C}), dane réwnaniem (/6.36]), nazywane

bedzie rozwinieciem pierscieniowym blokowej funkcji rozkladu. Motywacja tej nazwy
wyjasniona zostanie w dalszej czesci.

6.4 Blokowe funkcje korelacji

Roéwnanie definiuje blokowe funkcje korelacji w jezyku graféw - jest to definicja de
facto poprzez funkcje korelacji g,,. Majac na uwadze wlasnos¢ grupows tych funkcji dana
réwnaniem (6.35), latwo wyznaczy¢ zatem wlasnos¢ grupows dla blokowych funkeji korelacji.
Ma ona bowiem posta¢, dla b > 2:

0 jesli ktorakolwiek grupa oddala sie

H(Ci]...|Cy) od grup pozostatych

(6.38)

co jest konsekwencjg faktu, ze H z definicji wyraza sie przez sume lancuchéw zawierajacych
wszystkie sposrod grup wystepujacych w H. Kazda z tych grup wystepuje zatem w co najm-
niej jednej funkcji korelacji w tancuchu, a zastosowanie wlasno$ci grupowej funkcji g, danej
wyrazeniem prowadzi do ostatniego wzoru.

W dalszej czesci blokowe funkcje korelacji odgrywaéc bedg istotnag role, przy czym szczegdl-
nie wazne okazg sie przypadki zawierajace jedna, dwie oraz trzy grupy.

W celu ich wyznaczenia nalezy przywola¢ wzory (6.2a)), (6.2b) oraz (6.2d), ktére zas-
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tosowane w przypadku grup maja nastepujaca postac
n(Cy) = C.'1, (6.39)
n(Cy,Cy) = C.'1 C.'z + UQ, (6.40)
n(Ol,Cg,Cg) = q1 C:Z q3 +
01 02 03 Cl C12 C13 Ol OQ Cg
+ + ~ + . o

<
+ W3. (6.41)

Wybér odpowiednich tancuchéw, zgodnie z definicja (6.33)), w powyzszych wyrazeniach prowadzi
do nastepujacych wzoréw na blokowe funkcje korelacji H:

n(C) H(C) = g:(C), (6.42)
n (Cl) n (Cg) H (Cl|02) = @2 (Cl|02) s (643)
n (Ol) n (OQ) n (03) H (Ol|02‘03) = g3 (Cl|02|03> . (644)

Powyzsze réwnania mylnie sugeruja, ze blokowa funkcja korelacji H jest proporcjonalna
do funkcji korelacji g,. Rozwazenie przypadku b = 4 przekonuje, ze rozwazane funkcje wiagza
sie w bardziej skomplikowany sposéb:

n(C1)n(Ca)n (Cs)n (Cy) H (C1]C2|Cs|Cy) = g3 (C1]C2|C5[Ca) + g2 (C1]C3) g2 (G2 Ca) -
(6.45)
Réwnania (6.42H6.44) warto tez wyrazi¢ przez czastkowe funkcje rozkltadu n:

n(C) H(C) = n(Cy),
n(C1)n(Cy) H(C1|Cy) = n(Ci1C2) —n(Ch)n(Cy),
n(C1)n(Cy)n(C3) H (C1]C|C3) = n(C1C2C5) —n(Cy)n(C1C2) —n (Cy)n (C1C3) +
—n (C3)n (C2C3) + 2n (C1)n (Cy) n (Cs), (6.46)

co uzyskuje sie przy wykorzystaniu wzoréw (6.34)).

6.5 Renormalizacja
Kluczowy rezultat niniejszej rozprawy - renormallizacja propagatora GG w operatorze 17"

uzyskuje sie po wstawieniu blokowej funkcji korelacji danej wzorem ((6.36]) do réwnania (4.24)).
Zamiana kolejnosci odpowiednich zmiennych sumowania wraz z wykorzystaniem réwnania
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(3.15)) na propagator efektywny G. s oraz réwnania (4.18]) na operator T" skutkuje uzyskaniem
nastepujacej postaci operatora T :

="y /dCl...dObH(C’1|...|Ob)n (C1) S1(C)Glefy ... Geppn (Cy) Si(Cy). (6.47)

b=1 C1...Cy

Warto w tym miejscu poréwnaé rozwiniecie grupowe operatora 17" - wyprowadzone
przez Felderhofa, Forda i Cohena [44] oraz dane wzorem (4.24) - z jego zrenormalizowanym
odpowiednikiem danym powyzszym réwnaniem. Przede wszystkim, oba te wyrazenia maja
podobna strukture: wystepuja w nich sekwencje rozproszeniowe S; polaczone propagatorem
i mnozone przez funkcje blokowe. Jednakze przywolane propagatory, jak réwniez blokowe
funkcje - istotnie sie réznig.

W wyrazeniu Felderhofa i wspétpracownikéw, wystepuja operatory G propagujace pole
predkoSci w czystym plynie, natomiast w wyrazeniu powyzszym zamiast nich pojawiaja sie
propagatory efektywne G.sr. Obie te wielkoci (ich dolne skladowe) najwygodniej poréwny-
waé w bazie calkowej - propagatorowi G odpowiada w tym przypadku tensor Oseena G (r)
dany réwnaniem , natomiast propagatorowi efektywnemu G.ss - tensor G.sy wystepu-
jacy w réwnaniu . Pierwszy z nich - przypomnijmy - propaguje pole predkoSci czystego
plynu, a drugi propaguje pole predkosci zawiesiny. Znanym jest nadto faktem, ze asymptotyka
propagatora efektywnego dla duzych odlegloéci » ma nastepujaca postaé [14]:

Gy () ~ —L-G(r), dla || — oo. (6.48)
Negr
Zwrdéeit nalezy tutaj uwage na wystgpujaca w powyzszym wzorze lepkost efektywna 7, -
wielko§¢ opisang we wstepie rozprawy - nieograniczenie rosngca wraz ze wzrostem utamka
objetosciowego.

Druga istotna réznica pomiedzy rozwinieciem grupowym - réwnanie - 1 postacig
tego operatora tkwi w strukturach korelacyjnych. W pierwszym réwnaniu wystepuje
blokowa funkcja rozktadu b, a w drugim blokowa funkcja korelacji H. Réznica miedzy funkec-
jami b (Cy|...|Cy) oraz H (C4] ... |Cy) widoczna jest, gdy jedna ze srodkowych grup oddala si¢
od pozostalych. Przykladowo dla przypadku oddalajacej sie grupy Cy w strukturze blokowej
C1|Cs|C3, blokowa funkcja rozkladu separuje sie:

natomiast blokowa funkcja korelacji zanika

6.5.1 Nazewnictwo - pierScienie

Szczegélnie druga z wymienionych wyzej réznic stala si¢ motywacja do okreslania réwnania
(6.47) mianem rozwinigcia pierscieniowego operatora T7". W celu uzasadnienia tej
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nazwy rozwazy¢ nalezy najpierw wyrazy odpowiadajace b = 2 w réwnaniu (6.47) majace
nastepujaca postac:

> /dClng H(Cy|Co)n (Cy) S1(C1)Geppn (Co) S1(Co).

C1C2

W wyrazeniu tym sekwencje rozproszeniowe S;(C} ) miedzy grupa C; 'polaczone sa ’ z grupa Cs
dwoma elementami - efektywnym propagatorem G. s jak réwniez funkcja korelacji H (C1]Cs).
Tego rodzaju podwdjne polaczenie nazwane bedzie pierScieniem. Strukture pierScienia
schematycznie mozna przedstawi¢ nastepujaco:

T struktury korelacyjne (6.51)

W ogélnosci pierscieniem okreslana bedzie struktura, w ktérej propagator laczy sko-
relowane grupy czastek. Zgodnie z tg definicjg w wyrazach odpowiadajacych b = 3 w réwnaniu

(6.47), a sa to wyrazy postaci
Z dC1dCydCs H(C1]|Co|C3)n (Cy) S1(Ch)Geppn (Cs) S1(C2)Geppn (Cs) Si(Cs)
C105C3

wystepuja dwa pierScienie. Strukture tego wyrazu przedstawi¢ z kolei mozna schematycznie
w postaci:

C s s

Zwrétmy uwage, ze w rozwinieciu pierScieniowym niemozliwa jest sytuacja, w ktorej prop-
agator laczy nieskorelowane ze sobg grupy - taka sytuacja natomiast ma miejsce w rozwinieciu
grupowym. Widoczne jest to na przyktadzie trzech grup, dla wyrazu

3= [ dCidCadCs b(C1|Ca|Cs)S1(C1)GlerS1(Co) Gy pSi(Cs)

C1C2C3
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kiedy to blokowa funkcja rozktadu dla oddalajacej si¢ grupy Srodkowej Co ma posta¢ asymp-
totyczna danag wyrazeniem (6.49)), co schematycznie przedstawia ponizszy rysunek

Cs

Ch Cs

— (6.53)

na ktérym grupa C5 nie jest skorelowana z zadng inng.

Ponizsze przedstawienie operatora 7" dopemi wprowadzane nazewnictwo. Jednoczeénie
przedstawienie ponizsze moze stuzy¢ za definicje tego nazewnictwa:

Operator T%" dany réwnaniem (6.47)) zapisa¢ mozna w nastepujacej, réwnowaznej postaci:

T = iTj”, (6.54)

(A / dC n (C) S1(C). (6.55)
C

TT?TT = Z dCl e dCr+1 H(01’ . ’Cr+1) X
Cl...CT+1
n (01) S](Cl)Geffn (02) S](CQ) oo X
Gepn (Cri1) S1(Cria), dla r > 1, (6.56)

w ktorej T"" dany jest przez sum¢ wyrazéw o coraz wigkszej liczbie pierScieni (pierwsze
spoSréd wymienionych réwnan). W sumie tej, pierwszym skladnikiem sa wyrazy bezpier$-
cieniowe, jawnie wypisane w drugim spo$réd wymienionych réwnan. Ostatnie réwnanie za-
wiera wyrazy pierScieniowe, a r okresla tu liczbe pierscieni.

6.6 Podsumowanie

Wszystkie wymienione w rozprawie charakterystyki zawiesin zwigzane sg z operatorem 1"
- rozdziat fl W niniejszym za$ rozdziale, wyprowadzono rozwiniecie pierScieniowe tego op-
eratora T"" dane wzorem . Rozwinigcie to ma posta¢ podobng do - znanego w li-
teraturze - rozwiniecia grupowego omawianej tu wielkoSci, a wyrazajacego si¢ réwnaniem
. Istotne réznice miedzy opisanymi rozwinieciami pierScieniowym i grupowym to: wys-
tepowanie w rozwinieciu pierscieniowym propagatoréw efektywnych G.r; w miejsu zwyktych
propagatoréw G wystepujacych w przypadku rozwiniecia grupowego, ponadto wystepowanie
blokowych funkcji korelacji H w rozwinigciu pierScieniowym w miejscu blokowych funkcji
rozktadu b w przypadku rozwiniecia grupowego.
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Rozdzial 7

Operator T"" - dalsza analiza

7.1 Wstep

Gléwny obiekt niniejszej rozprawy doktorskiej - operator T, z ktérym zwigzane sg makros-
kopowe charakterystyki zawiesin - zawiera powtarzajace sie struktury. Waznym przyktadem
wydzielenia takich struktur w tym operatorze jest rozumowanie prowadzace do funkcji Saito
[13] zaprezentowanej we wstepie rozprawy. W tym oto rozdziale rozumowanie to zostanie
najpierw przeprowadzone, a w nastepnej kolejnosci uogélnione na bazie rozwinigcia piers-
cieniowego wprowadzonego w rozdziale poprzednim. Na tym uogoélnieniu oparta bedzie przy-
blizona metoda wyznaczania wspétczynnikéw transportu oraz czynnika hydrodynamicznego.

7.2 Przyblizenie Clausiusa-Mossottiego

Do tej pory, rozprawa niniejsza nie podkreslala nalezycie podobienstwa, jakie taczy zawiesiny
z takimi ukladami jak na przyktad dielektryki. Uktady te sa ze wzgledéw fizycznych zupelnie
odmienne, ale na poziomie réwnan - identyczne: Fundamentalne réwnania uzyte w tej wlasnie
rozprawie - wyrazenia , oraz w tej samej postaci opisuja zachowanie dielek-
tryka [87]. OczywiScie symbole uzyte w wymienionych réwnaniach oznaczaja w tych dwdéch
przypadkach inne wielkosci, ale czy to dielektryk, czy zawiesina - w opisie uktadu pojawia si¢
szereg rozproszeniowy, operator 1" oraz operator 7" przez ktéry wyrazajg sie makroskopowe
charakterystyki osrodka.

Podobienstwo zawiesin z dielektrykami umozliwia przeniesienie przyblizonych metod sto-
sowanych dla jednego uktadu, na uktad drugi. Przykladowo, procedura wyznaczania stalej
dielektrycznej prowadzacej do wzoru Clausiusa-Mossottiego w dielektrykach, w przypadku
zawiesin prowadzi do wzoru Saito na lepkos$¢ efektywna, ktory dany jest réwnaniem .
Bedzie ona mie¢ dalej donioste znaczenie. Procedura ta jest nastepujaca.

Wzér Clausiusa-Mossottiego na wzgledng przenikalno$¢ dielektryczng e oSrodka niepo-
larnego, wiazacy warto$¢ tej przenikalno$ci ze struktura czastek (polaryzowalno$cig a) oraz
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ich gestoScig czastkowa n, mianowicie
e—1 na
c+2 30’
na gruncie mikroskopowym po raz pierwszy zostal zrozumiany przez Felderhofa, Forda i Co-

hena [45]. Dzigki wyprowadzeniu rozwinigcia grupowego operatora podatnosci 7" danego
réwnaniem (4.24]), wymienieni autorzy zauwazyli, ze uwzglednienie w tym operatorze jedynie:

(7.1)

e jednoczastkowych sekwencji rozproszeniowych w macierzy S; oraz

e przenikajacych sie konfiguracji sasiednich czastek w blokowej funkcji rozkladu b, co przy
pomocy funkcji Mayera dla sztywnych kul

RS [l s 2
mozna wyrazi¢ réwnaniem
b(112]3]...]s) = n’far (12) far (23) ... far (s — 1,s), (7.3)
prowadzi do przyblizonego wzoru na operator 7"
T ~nM (1 — [fyuG)nM)™". (7.4)

Podstawienie tutaj znanych wartosci n, M G (sa to w rzeczywistoéci odpowiedniki tych
macierzy w dielektrykach) i wykorzystanie zwigzku powyzszego operatora ze stala dielek-
tryczng - ktoéry pominieto - prowadzi do wzoru Clausiusa-Mossottiego.

Powyzsze przyblizenie na blokowg funkcje rozkladu oraz macierz S; zastosowane w przy-
padku zawiesin daje w wyniku wzoér Saito postaci

neff -1
et 0, (7.5)
Neg + 21

Znamienne, ze wzér Clausiusa-Mossottiego oraz wzér Saito uzyskuje sie réwniez w sytuacji,
gdy zamiast funkcji Mayera dla sztywnych kul fi (i) w blokowej funkcji rozkladu z réwnania
(7.3) zastosuje sie dwuczastkows funkcje korelacji h (ij) zdefiniowana wzorem

n*h(ij) = g2 (il5) (7.6)
Blokowa funkcja rozktadu ma wéwczas postac
b(1]2]3]...]s) = n°h(1,2)h(2,3)...h(s—1,s), (7.7)

a operator T"" wyraza sie przyblizonym réwnaniem
T ~nM (1 — [hG]nM)™". (7.8)

Powyzsze przyblizenie na operator 7" nazywane bedzie dalej przyblizeniem Clausiusa-
Mossottiego niezaleznie od rozpatrywnago ukladu: dielektryka czy zawiesiny.
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7.2.1 Réwnowazne sformulowanie przyblizenia Clausiusa-Mossottiego

Przyblizenie prowadzace do wzoru Saito na lepkos¢ efektywnag zawiesiny opisane w poprzednim
paragrafie (nazwane tez przyblizeniem Clausiusa-Mossottiego), sformulowane bedzie tutaj
inaczej - w rownowazny sposob umozliwiajacy dalsze uogdélnienia.

W tym celu wymagany jest operator 7" zdefiniowany réwnaniem

T =T (14 ¢T") 7" (7.9)

gdzie macierz c nie jest na razie sprecyzowana.
Wykorzystujac powyzsza definicje mozna sformutowaé¢ przyblizenie prowadzace do wzoru
Saito w nastepujacy sposéb:
Macierz c o postaci
c=hG (7.10)

definiuje operator T'"" - nazywany dalej operatorem Clausiusa-Mossottiego, a oznaczany
Té - wzorem

1

Téw =T (14 [RG]T") . (7.11)

Do wzoru Saito (a w dielektrykach do wzoru Clausiusa-Mossottiego) prowadzi jednoczastkowe
przyblizenie na ten operator:
Ty ~nbl. (7.12)

Jest to ewidentne po odwréceniu relacji ([7.11)), ktéra wyraza sie wéwcezas formuta

T T irr \ —1
T = T, (1 - WG TE) (713
gdyz relacja ta, po wstawieniu wyzej okreSlonego operata T7,, przyjmuje postaé wyrazenia
@D. Wzér Saito uzyskuje sie po wykorzystaniu powyzszej postaci operatora T w réwnaniu

5.16]).

7.2.2 Mikroskopowa posta¢ operatora Clausiusa-Mossottiego

Ostatnie réwnanie umozliwia wyznaczenie mikroskopowej postaci operatora Clausiusa-Mossottiego.
Rozumowanie prowadzace do tej postaci jest analogiczne do procedury wyznaczania operatora

T 7 postaci mikroskopowej operatora T' przeprowadzonej w rozdziale|dl Rozwazana tam byla
relacja (3.14]), w ktoérej, po podstawieniu mikroskopowej postaci operatora T, pogrupowano
wyrazy zawierajace te sama liczbe propagatoréw G. Zastosowanie tego rozumowania w oma-
wianym tu przypadku prowadzi do nastgpujacego wyrazenia na operator Ti1,:
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Tew = Y Ty
p=0
Tg]&,o (R,R) = Z/dc1n(01)51(01;R,R'),
C1

ng&ﬂ (R, R/) == Z /dC’ldC’g/d?’Rld?’RQ [b(01|02) —’I’L(Cl)TL(CQ)h(Rl,RQ)] X
C1,C2
XS[(Cl;R7 Rl)G (Rl,RQ) S[(CQ;RQ,RI),

(7.14)

cey

gdzie wypisano tylko wyrazy bez propagatora G i z jednym propagatorem. Posta¢ pozostatych
wyrazéw zostanie pominigta. Zwrécmy uwage, ze dolny indeks p w operatorze ng\’}[’p oznacza
ilo&¢ propagatoréw G (linii mostowych).

7.3 Zrenormalizowany operator Clausiusa-Mossottiego

Whprowadzony wyzej réwnaniem operator Clausiusa-Mossottiego wynikal de facto z
réwnania przy odpowiednim doborze operatora ¢ - w rozwazanym tam przypadku ¢ =
hG. Nalezy zwrécic uwage, ze ¢ zawiera dwa elementy: funkcje korelacji oraz propagator
G. Propagator ten pojawia sie tu na skutek wykorzystania rozwiniecia grupowego danego
réwnaniem (4.24]) - taczy tam on grupy S; (ten aspekt szczegélowo opisany jest w referencji
[45]).

Jednakze réwnowazne rozwinieciu grupowemu - rozwinigcie pier§cieniowe, réwnanie ((6.47)
- zamiast propagarora GG zawiera propagator efektywny G.;r. Rozwinigcie pierScieniowe tym
samym sugeruje inny wybor operatora c¢ - zamiast G' nalezy wykorzysta¢ propagator efekty-
wny:

C = hGeff. (715)

Operator T wynikajacy z powyzszej macierzy ¢ zgodnie z réwnaniem (7.9), bedzie oz-
naczany Tk, - jest on zatem zdefiniowany nastgpujacym wyrazeniem

g =T (14 [hGlpf) TM) 7 (7.16)

a okreslany bedzie dalej mianem zrenormalizowanego operatora Clausiusa-Mossottiego.

Roéwnanie powyzsze umozliwia wyznaczenie mikroskopowej postaci tego operatora w sposéb
analogiczny do wyznaczenia réwnania - w przypadku tutaj rozwazanym nalezy wyko-
rzystaé postac operatora 1" i grupowal wyrazy zawierajace te samg liczbe propa-
gatoréw efektywnych G.sf, a nie G, jak poprzednio. Prowadzi to do naste¢pujacej postaci
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LT

operatora Il
TIZ{C?"M = ZngM,N
r=0
J%M,o (R,R)) = Z/dcln(cl)sl<cl§RaR/)v
C1

Tyt RR) = Y / dCdCy / ERPRy [H(C1|Cy) — h (Ry,R,)] X
C1,C2

xn (C1) Sr(Cr; R, Ry )Gepr (Ra, Ry) n (Co) S1(Ca; R, R),
cey (7.17)

gdzie, podobnie jak w przypadku operatora Clausiusa-Mossottiego danego wzorem ([7.14]),
wypisano tylko wyrazy bez propagatora G.;; (wyrazy bezpierScieniowe) i z jednym prop-
agatorem (wyrazy jednopier§cieniowe), a postaé pozostalych wyrazéw zostala pominieta.
Nadto dolny indeks r» w symbolu operatora T}'{ng oznacza ilo$¢ pierScieni. Powyzszy wzor
mozna zatem nazywaé rozwinigciem pierScieniowym zrenormalizowanego operatora Clausiusa-
Mossottiego.

Zrenormalizowany operator Clausiusa-Mossottiego zawiera sekwencje diagonlane i pozadi-
agonale. Ich wydzielenie, w analogii do wzoru , prowadzi do nastepujacej postaci tego
operatora:

wear = 1B+ Xgow, (7.18)

przy czym sekwencje pozadiagonalne, oznaczane X oy, mozna wyrazi¢c w analogii do réwna-
nia (7.17) - po wydzieleniu z niego sekwencji diagonalnych:

Xpom = ZXRCM,m
r=0
Xrowo (RR) = Y [dci(C) s77(CRR),
Ch

Xpena (R,R)) = Z /doldcz/d3R1d3R2 [H(C1]Cs) — h (Ry, Ry)] ¥
C1,C2

xn (C1) S1(C1; R, R )Gepr (R1, Ry) n (C2) S1(Ca; Ry, RY),
- (7.19)
gdzie sekwencje pozadiagonalne S?f f (C; R, R') wprowadzone zostaly przy okazji wzoru .
Warto tez zwréci¢c uwage, ze dla wyrazéw o co najmniej jednym pierScieniu wielkosci X roa,r
oraz Tty . sa rowne
Xremy = Thin, dlar>1, (7.20)
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poniewaz wyrazy pierScieniowe skladaja sie jedynie z pozadiagonalnych sekwencji rozproszeniowych.
Istotnym jest faktem, ze znajomos¢ pozadiagonalnej czeSci zrenormalizowanego operatora

Clausiusa-Mossottiego Xgreonr - pozwala na wyznaczenie charakterystyk zawiesin. Wyplywa

to z nastepujacych rownan:

irT irr =1 rirr
A = Xgem + Tron (hGepr + G) [1 — Tren (hGepr + G)} Troms (7.21)
(ktore wynika ze wzoréw [3.17] [3.14} [7.16| po prostych przeksztalcenia algebraicznych) nadto:

nB =nM + / P*RA(-R) G (R) M, (7.22)

(czyli relacja (3.21) w przestrzeni Fouriera) oraz réwnan (3.17), (3.15)), (7.18) zapisanych
ponizej:

T=nB+ A, (7.23)
Geff =G+ GTG, (724)
wev = B+ Xgou (7.25)

Rozwiazanie bowiem powyzszego uktadu uzyskuje sie w sposéb formalny poprzez jego rozwaze-
nie kolejno dla coraz to wiekszej iloSci czastek - dowdd tego faktu zostanie pominiety. Dalej
wyznacza sie operator 7" z odwréconej relacji , ktory zwigzany jest z szukanymi charak-
terystykami zawiesin (rozdziat .

Powyzszy fakt schematycznie mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposéb

réwnania ((7.21H7.25))

Xrom charakterystyki zawiesin. (7.26)

7.3.1 Sztywne kule

Warto zwrdécic uwage na jeszcze jedna relacje Scisty, ktéra obowigzuje w rozwazanym w
niniejszej rozprawie przypadku sztywnych kul. W réwnaniu wystepuje Srednia dla
sztywnych kul, dlatego zadne czastki nie mogg si¢ przekrywac. W szczegélnosci dotyczy to
pierwszej i ostatniej czastki w szeregu rozproszeniowym:

fu R, RYAR,R) =0, (7.27)

przy czym symbol f, oznacza funkcje Mayera dla sztywnych kul zdefiniowang wzorem ([7.2]).
Fakt ten, wzigwszy pod uwage réwnanie ((7.21)), mozna wyrazi¢ réwnowaznie na poziomie
zrenormalizowanego operatora Clausiusa-Mossottiego X ros:

/ / rr rr =1 irr /
Xov (R, R) = fM (R, R) RCM (hGeff + G) [1 — LrRCM (hGeff + G)} RCM] (R, R) )
(7.28)
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gdzie X,, oznacza jego czeS¢ dla przekrywajacych sie pierwszej i ostatniej czastki w szeregu
rozproszeniowym zdefiniowang nastepujaco:

Xow = —fuXrom- (7.29)

Naturalnie nalezy w tym miejscu zdefiniowa¢ réwniez te czeS¢ zrenormalizowanego operatora
Clausiusa-Mossottiego, w ktorej pierwsza i ostatnia czastka sie nie przekrywaja:

Xnow = WXrew, (7.30)
gdzie funkcja W zdefiniowana jest réwnaniem
W =1+ fM (731)

Oba operatory X,, i X,,, sumuja sie oczywiscie do pelnego zrenormalizowanego operatora
Clausiusa-Mossottiego:
Xrem = Xow + Xnow- (7.32)

Przypomnijmy, ze réwnania $ciste (7.21{7.25), jak wskazuje wyrazenie (7.26), umozliwiaja
wyznaczenie charakterystyk zawiesin przez operator Xgcys. Sytuacja jest podobna, po uzu-
pemlieniu tych réwnan warunkiem nieprzekrywania sie pierwszej i ostatniej czastki w opera-
torze A, co odzwierciedla wzor @ . Do rozwigzania tego nowopowstatego ukladu - ztozonego
z réwnan ((7.21H7.25|) oraz i (7.32) (to ostatnie ma charakter definicji) - wystarczajaca
jest znajomos¢ zrenormalizowanego operatora Clausiusa-Mossottiego dla nieprzekrywajacych
sie konfiguracji pierwszej i ostatniej czastki X,,,,. Zatem w tym przypadku charakterystyki
zawiesin wyrazaja cie przez tenze operator:

X, réwnania ((7.21H7.25)) oraz i(7.32)

charakterystyki zawiesin. (7.33)

Powyzszy schemat w nastepnym rozdziale odegra fundamentalng role w sformutowaniu
przyblizonej metody wyznaczania wspotczynnikéw transportu oraz czynnika hydrodynamicz-
nego.

7, perspektywy dalszych rozwazan warto w sposéb jawny wypisa¢ te wyrazy jednopiers-
cieniowe z réwnan , ktoére zawieraja co najwyzej trzy czastki w obu grupach: |Ch|+]Cs| <

. . . (<3) . .
3. Na wyrazy te stosowane bedzie dalej oznaczenie Xpoj, . Maja wyrazy te nastepujaca
postac

X}(%SC?]%JJ (R7 R,) =

/ 142 / @Ry [HO2R) — h Ry, R)] 0 (12) S1(12: R, R, )Gy (R, R)) nM+

+ / d2d3 / PRy [H(R[23) — h (R, R,)|nMG.ss (R, R,) n(23) S1(23; Ry, RY).  (7.34)
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7.4 Podsumowanie

W gléwnym obiekcie niniejszej rozprawy - operatorze 77" - wydzielono powtarzajace sie
struktury. Wydzielenia tego dokonano na dwa sposoby: pierwszy z nich jest znany w litera-
turze, dany jest réwnaniem i prowadzi operatora Clausiusa-Mossottiego Tgr,. Proste
przyblizenie na ten operator wyrazajace si¢ réwnaniem prowadzi do wzoru Saito.
Drugi za$ sposob wydzielenia powtarzajacych struktur stanowi bezpoSrednie uogdlnienie
pierwszego. Réznica tkwi w przyjeciu za punkt wyjscia rozwiniecia pierscieniowego (6.47)) za-
miast wykorzystanego w pierwszym sposobie rozwinigcia grupowego . Prowadzi sposéb
ten do zrenormalizowanego operatora Clausiusa-Mossottiego T, danego réwnaniem .
W dalszej czeSci odpowiednie przyblizenie na ten operator konstytuowaé bedzie przyblizong

metode wyznaczania charakterystyk zawiesin.
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Rozdzial 8

Przyblizenie jednopierScieniowe -
sformulowanie

8.1 Wstep

W rozdziale tym zaprezentowana zostala przyblizona metoda wyznaczania krétkoczasowych
charakterystyk zawiesin. Sformulowanie wyzej wymienionej metody jest gléwnym celem
niniejszej rozprawy doktorskiej. Zostala ona oparta na rozwinieciu pierScieniowym opera-
tora 7" danym réwnaniem . Do sformulowania metody pomocne okaza sie wyniki
rozwinigcia wirialnego wspétczynnikéw transportu.

8.2 Analiza rozwiniecia wirialnego wspélczynnikéw trans-
portu

Prace grupy warszawskiej [4], [25], [33] dotycza rozwinigcia wirialnego wspélezynnikéw trans-
portu (w potegach utamka objetoSciowego ¢). Informacje zawarte w wyzej wymienionych
pracach stanowig istotna wskazéwke, w jaki sposéb formutowa¢ wspomniane przyblizenie.

Wyniki tych prac zaprezentowane zostaly ponizej. Do prezentacji tychze rezultatéw,
poshuzy jezyk diagraméw wzbogacony o nastepujaca notacje:

e Podwdéjna pionowa linia przerywana z symblolami okregu

(8.1)

a0

oznacza radialng funkcje rozktadu. Zmienne potozeniowe tej funkcji okreslone sg sym-
bolami okregu, poprzez ich odpowiednie umiejscowienia na liniach czastek.
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e Podwdéjna pionowa linia ciggla z symbolami okregu

D (8.2)

oznacza funkcje korelacji h. Symbole okregéw okreSlone jest tak, jak w przypadku
radialnej funkcji rozkltadu powyze;j.

e Symbol (n), gdzien = 0, 1, ..., nad symbolem dwucialowej funkcji korelacji lub radialne;
funkcji rozktadu oznacza odpowiednig funkcje w n-tym rzedzie jej rozwiniecia wirialnego.
Przykladowo

(0) (0

D , (8.3)

[
o

oznaczaja odpowiednio funkcje Mayera dla sztywnych kul fj; dana wzorem (|7.2)) oraz
funkcje W wyrazajaca sie réwnaniem ([7.31]).

Ponizej zaprezentowane zostaly wyniki omawianego tu rozwiniecia wirialnego, w pierwszej
kolejnosci dla wspélczynnika sedymentacji, a nastepnie dla wspoélczynnika lepkosci efektywne;j.

8.2.1 Wspdblczynnik sedymentacji
W publikacjach [25] oraz [4] zawarte zostato rozwiniecie wirialne wspétczynnika sedymentacji:
K=1+X¢+bgp*+... (8.4)
Dla celéw niniejszej rozprawy szczegélnie istotny jest wspolczynnik b., wyrazajacy sie
przez sume kilku diagramow, jak przedstawiono ponize;j.
Wspélczynnik b,
Wspétezynnik b, = 21.918 mozna przedstawi¢ nastepujaco:
be = db + db + by + b3 + by + bs + b + by, (8.5)

gdzie poszczegdlnym wyrazom odpowiadaja nastepujace diagramy oraz wartosci:

dy = —1.1304

v
- “— 1 , 86
dh = dj ] (8.6)
,U, S
(0)(0)
,,ﬁﬂ, - —

i = 0.911 o
= R o (8.7)

oo -




(8.9)
(8.10)
1, (8.11)
I (TE
2 s (8.12)
o _
e
—1.84
(0)(0)
o
i - (8.13)

Podkres$lenia wymaga fakt, ze w cytowanej pracy [25] zastosowano odmienng definicje
redukowalno$ci sekwencji. Wspélczynnik b, zostal tam podzielony wedlug wzoru
(8.14)

be = db + df + by + bz + by + bs + b + by,

w ktérym poszezegélnym skladnikom odpowiadajg takie same diagramy, jak odpowiadajace
relewantnym im wspoétczynnikom - z kreska nad symbolem - diagramy wypisane wyzej. W celu
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otrzymania wartoSci wspolczynnikéw z rozwazanych tutaj prac, nalezatoby jednak inaczej niz
w niniejszej rozprawie zdefiniowaé linie mostowa oraz blok - zgodnie z definicja obowiazujaca,
w przytoczonych publikacjach.

Niektore sposréd wypisanych wyzej diagraméw nie zaleza jednak od definicji sekwencji
redukowalnej. Do grupy tej zaliczaja si¢ diagramy odpowiadajace wspélczynnikom db = db,
db = db, by = by, by = b3, bs = bs. B B B

Odpowiednie za$ warto$ci wspolczynnikéw by, by, bg, bg oraz by, by mogg sie réznic.

Autor niniejszej rozprawy przeprowadzil bezposrednie rachunki wspétczynnikéw by oraz
bg,natomiast wspolczynnik b; obliczony zostal w sposéb poéredni - z réwnania . 8.5). W $wietle
dotychczas przedstawionych danych, wszystkie pozostate wspélczynniki w tym réwnaniu maja
znane wartosci.

Wyszczegdlnione tutaj wspotczynniki zostaly zaprezentowane przy umieszczonych wyzej
diagramach - dla obu definicji sekwencji redukowalnych.

8.2.2 Wspéblczynnik lepkosci efektywnej

Praca [33] zawiera wyniki rozwinigcia wirialnego wspdélezynnika lepkoSci efektywnej:

7’%:1+§¢+A¢2+u¢3... (8.15)

Gléwna uwaga po$wiecona zostala dalej wspélczynnikowi v.
Wspélczynnik v
Wspétezynnik v = 9.09 mozna wyrazi¢ wzorem
V= "Up1 + Vova + V1 + U + U3 + 1y, (8.16)
w ktérym poszczegdlnym sktadnikom tej sumy odpowiadajg ponizsze diagramy i wartoSci:

(

-

(1) (1)

vy =3.38

& Q- - Q- -
B «— 0 + I —l_ I , (817)
vy =1 X X X
-o -- -o -—- -o -—-
2.83 0.5
Vovl = 2.5 - 7 (8.18)

Vol = Vonl
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vy = —4.13 ) (8.19)
P B
Don = 500 (U)B o
Vov2 = 7701;2 <_ ﬂi - **_’_ ﬂ— - - (820)
o .~ ol -
0.62 4.39
vy = —0.84
vy = 0.66 (8.21)
Uy = 2.48 (
ve=168 ~ A ] (8.22)
5 )

~1.893 ~—0.27

W pracy [33], podobnie jak w przypadku omawianej wyzej pracy [25] dotyczacej wspélezyn-
nika sedymentacji, wystepuje inna niz w niniejszej rozprawie definicja sekwencji redukowal-
nych. Wspélczynnik v przedstawiony zostal w tejze pracy wzorem

V = Vu1 + Vo2 + V1 + Vg + Vs + Vyg. (823)

W przypadku wspélczynnika v sytuacja przedstawia si¢ analogicznie, jak w przypadku
wspotczynnika b, dla sedymentacji - sktadnikom odpowiadaja te same diagramy, co relewant-
nym im symbolom z kreska. Zmodyfikowa¢ nalezy jedynie definicje bloku i linii mostowej w
diagramie.

Z uwagi na te analogie oraz na fakt, ze celem autora nie jest doktadne wyznaczenie wartosci
powyzszych wspélczynnikéw, dalszy opis dotyczacy wspdlczynnika v oraz wystepujacych w
nim diagraméw zostanie pominiety. Wyniki przedstawione w niniejszym rozdziale postuza do
wyciggniecia wnioskéw o charakterzy ogdélnym.
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8.2.3 Wnhnioski plynace z wynikéw rozwiniecia wirialnego

Na wstepie omawiania wynikéw rozwiniecia wirialnego podkresli¢ nalezy fundamentalna kon-
kluzje - wielocialowe oddzialywania hydrodynamiczne odgrywaja w zawiesinach kluczowg role.
Rola ta widoczna jest zaréwno dla wspdlczynnika sedymentacji jak i dla wspétczynnika lep-
koSci efektywnej, gdyz w obu tych przypadkach wktad od diagraméw tréjcialowych jest albo
poréwnywalny do wkladu diagraméw dwucialowych (sedymentacja) albo nawet dominujacy
(lepko§¢). Obrazuja to przedstawione wyzej diagramy wraz z odpowiadajacymi im wartosci-
ami.

Donioste znaczenie tréjcialowych diagraméw potwierdza nastepujacy wykres wspotczyn-
nika sedymentacji w zaleznosci od utamka objetosciowego, wyznaczonego w ramach rozwazanego
tu rzedu rozwiniecia wirialnego K = 1 — 6.546¢ 4 21.9184%. Na wykresie tym przedstawiono
takze empiryczne wyrazenie na wspélezynnik K = (1 — ¢)*°* [75], [18]:

Wspotczynnik sedymentacji - rozwinigcie wirialne
1 N T T T T T

0.9

0.8 | .
0.7
0.6 5
0.5 | e .
0.4
0.3
0.2
0.1

0 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

utamek objetosciowy

1-6.5460+21.9180° TR

1
1

Poréwnanie obu krzywych pozwala na stwierdzenie, ze rozwinigcie wirialne wspélczynnika
sedymentacji pracuje dla ulamkéw objeto$ciowych mniejszych niz okoto 5 — 10%.

Przebieg tych krzywych sugeruje takze, ze opisana wyzej rola wyrazéw tréjcialowych wzgle-
dem wyrazéw dwucialowych ulegnie uogélnieniu na wyzsze rzedy rozwinigcia wirialnego. Oz-
nacza to zatem, ze wyrazy czterocialowe moglyby odgrywa¢ tam poréwnywalng role do roli
wyrazéw tréjcialowych.

Hipoteza ta podkresla role wielocialowych oddzialywan hydrodynamicznych w zawiesinach.
Niewielki zakres stosowalnoSci rozwiniecia wirialnego w opisanym wyzej rzedzie sktania do
wniosku, ze metody oparte na rozkladzie grupowym majg zastosowanie jedynie dla niskich
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utamkoéw objetoSciowych zawiesin. W przypadku przyblizen uwzgledniajacych oddzialywania
hydrodynamiczne kilku czastek - beda to utamki objetosciowe rzedu kilkunastu procent.

8.3 Sformulowanie przyblizenia jednopierScieniowego

Gléwny wniosek uzyskany w poprzednim paragrafie prowadzi do odrzucenia metod opar-
tych na rozkladzie grupowym operatora 7". Naprzeciw temu wychodzi rozwiniecie pier$-
cieniowe tegoz operatora dane réwnaniem . Rozwinigcie to nie posiada bowiem charak-
teru rozwiniecia grupowego ze wzgledu na fakt wystepowania w nim efektywnego propagatora
Geys. Bylo to juz szeroko komentowane w rozdziale @

Warto takze przypomnie¢, ze rozdziat[7| wprowadza Sciste réwnania umozliwiajace wyraze-
nie charakterystyk zawiesin za pomoca operatora X,,,. Przedstawia to schemat .

Scista postat tego operatora jest jednak na tyle skomplikowana, ze wyznaczenie go jest
w praktyce niemozliwe. W celu uzyskania tego operatora nalezy odwota¢ sie do metod przy-
blizonych. Powyzsza procedura za$ pozwala na prosta konstrukcje metody polegajacej na
wprowadzeniu przyblizonego réwnania na operator X,,,. Strategia ta przyjeta zostanie w
niniejszej rozprawie.

Pozostaje zatem kwestia wyboru relacji przyblizonej na operator X,,,,.

Sciste wyrazenie na operator Xpop - ktéry zawiera w sobie X,,,,, zgodnie z réw-
naniem ([7.30)) - sugeruje systematyczng metode przyblizona, polegajaca na uwzglednianiu
coraz to wigkszej ilosci pierscieni. Podejscie to zostanie przyjete w niniejszej rozprawie. Pon-
adto przyjete zostanie takie kryterium wyboru, aby uzyskane przyblizenie odtwarzato gtéwne
wyrazy wystepujace w opisanym wyzej rzedzie rozwiniecia wirialnego.

W zwigzku z duza wartoécig jednopierécieniowego diagramu by w poréwnaniu do wartoéci
b. - z perspektywy przyjetego kryterium - konieczne jest uwzglednienie wyrazéw z jednym
pierscieniem.

Wyrazy z dwoma i wickszg iloScig pierscieni zostang natomiast pominiete. Na poziomie
réwnan wyrazone zostalo to wzorem

XRCM,r ~0 dar>2. (824)

Ponadto, w wynikach rozwinigcia wirialnego dla sedymentacji widoczna jest stosunkowo
niewielka rola wyrazéw tréjcialowych pozadiagonalnch - por. wspétczynnik b7 - stad wyrazy te
zostana dalej zaniedbane. Na poziomie réwnan wyrazone zostanie to nastepujacym wzorem:

Xromo & /d1d2 n(12) $97(12). (8.25)

Dodatkowo w diagramach jednopierscieniowych Xgca1 pominiete zostang te wyrazy,
ktére nie wystepuja na poziomie omawianago rzedu rozwiniecia wirialnego. Uwzglednione
zostang zatem te wyrazy, ktére w obu grupach S; zawieraja conajwyzej trzy czastki. Rozpa-
trywane byly one wcze$niej w réwnaniu . Otrzymamy zatem
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Xneaa ~ Xienss- (8.26)

Powyzsze przyblizenia skutkuja nastepujaca relacja

Xrem (R,R) = /dldQ n(12) S (12; R, R))+
+/d1d2/d3R1 [H(12|R') — h (Ry,R))] 7 (12) S;(12; R, R, )G.sf (Ry, R)) nM+

+/d2d3/d3R2 [H(R|23) — h (R, R,)|nMG.fr (R, Ry) 1 (23) S7(23; Ro, R).  (8.27)

8.3.1 Korelacje

W ostatnim réwnaniu wystepujg nastepujace funkcje niosgce informacje o rozkladzie czastek
w zawiesinie: czastkowe funkcje rozktadu n (jedno i dwucialowa), dwucialowa funkcja korelacji
h oraz tréjcialowa blokowa funkcja korelacji H.

Spoéréd wymienionych wielkoSci, jednociatlowa funkcja rozktadu okre$lona jest przez zadany
z géry ulamek objetoSciowy ¢. Pozostale funkcje wyznaczone muszg zosta¢ w sposéb przy-
blizony, gdyz Scista ich postac nie jest znana w rozwazanej tutaj sytuacji rozktadu réwnowag-
owego. Dwucialowe funkcje wyznaczone zostang w ramach przyblizenia Percusa-Yevicka [71]
i postuza do wyznaczenia tréjcialowych funkcji korelacji. Natomiast tréjciatlowe funkcje ko-
relacji bazowat beda na przyblizeniu superpozycyjnym Kirkwooda [55], [63]

n (123) ~ n’g (12) g (13) g (23) (8.28)

w ktérym ¢ oznacza radialng funkcje rozktadu.
Powyzsze przyblizenie Kirkwooda zastosowane w réwnaniach (6.46)) na odpowiednie blokowe
funkcje korelacji H prowadzi do nastepujacych wyrazen

H(1123) ~ h(12)+h(13)+h(12)h(13), (8.29)

H(12)13) ~ h(13)+h(23)+ h(13)Rh(23). (8.30)

Opis ten okre§la posta¢ tych spoéréd funkcji zawartych w réwnaniu (8.27)), ktére niosa
informacje o rozktadzie czastek. Podstawienie tychze funkcji do przytoczonego réwnania oraz

uwzglednienie postaci dwucialowej macierzy S;(12;r,r’), wzor (4.17)), ktéra w tym przypadku
ma postac

Si(12:1, 1) = S11(12)8(r — 1)6(r' — 1) + S15(12)8(r — 1)5(r' — 2), (8.31)
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prowadzi do wyrazenia
/
Xrowm (r,17') ~ Xo(r,r')

+ d3r1 h(r,r’") Xo(r,ry)g (r1,r") Gegg (v, 1) nM +

+

+ [ &ry h(r, ) nMg(r,r;) Gepy (r,11) Xo(ry, ') +

/d3r1 h(ry,r’) Bii(r,ry)g (r,1") Gesr (v,x') nM +

+ / d’ry h(r,r)nMg (r,v') Gss (r,1) Bi (v, 1y). (8.32)

W powyzszym wzorze wprowadzono oznaczenie X, na sekwencje dwucialowe pozadiagonalne
wraz z dwucialowa funkcjg rozktadu:

Xo(r,r") = n(r,r')Sia(r, 1), (8.33)
oraz oznaczenie Bi; na sekwencje diagonalne:

Bu(r,r') =n(r,r') Sy (r,1'). (8.34)

8.3.2 Renormalizacja sekwencji nieredukowalnych

W rozwinieciu pierécieniowym danym wzorem wystepuja nieredukowalne sekwencje
rozproszeniowe Sy (C). W ogdlnosci sekwencje te zawieraja dowolna ilo$¢ czastek w grupie
C. W konsekwencji przyjetych w niniejszym rozdziale przyblizen, uwzglednione zostaly je-
dynie grupy dwucialowe w S; (C'). Wobec faktu, ze wielocialowe oddzialywania odgrywaja
istotna role dla wspélczynnikéw transportu, zaniedbanie wielocialowych wyrazéw w S moze
wywolywac¢ duzy blad dla wigkszych utamkéw objetosciowych zawiesiny.

Kwestia ta poruszona zostala w pracy [26] - autorzy przywotanej publikacji zwracaja uwage
na fakt, ze reakcja pojedynczej czastki w zawiesinie jest zmodyfikowna przez otoczenie (patrz
oméwienie wzoru (6.5) z wymienionej referencji). W zwiazku z powyzszym, autorzy ci za-
proponowali, aby wprowadzi¢ operator propagujacy pole miedzy czastkami o zmodyfikowanej
jednoczastkowej reakcji. Reakcje te opisuje operator B zdefiniowany réwnaniem .

Analogicznie - oddzialywania hydrodynamiczne S; (12) dwéch czastek w zawiesinie takze
ulegng modyfikacji zwigzanej z obecnoscia innych czastek ukladu.

Modyfikacja dwucialowych oddziatywan hydrodynamicznych Sy (12) zostanie w niniejszej
rozprawie uwzgledniona w duchu przywolanej wyzej pracy [26]. Operatory M na brzegach
sekwencji zastgpione beda macierzami jednoczastkowej reakcji w zawiesinie B. Innymi stowy,
macierze X, oraz Bj; zostana zastapione ich odpowiednikami z dolozong jednoczastkowsq
reakcja czastki B:

X, — BX,B, (8.35)

87



B11 — BBHB. (836)

Operatory X, oraz B;; oznaczaja tutaj nieredukowalne sekwencje dwucialowe, odpowiednio
pozadiagonalne i diagonalne, bez macierzy jednoczastkowych M na brzegu sekwencji, pom-
nozone nadto przez dwucialows funkcje rozktadu:

MX, (r,r) M =n(r,r') S (r, 1), (8.37)

MByi (v, YM = n(r,r') Sy (r,1'). (8.38)

Uwzglednienie pelnej reakcji czastek brzegowych w nieredukowalnych sekwencjach dwuci-
alowych w réwnaniu (8.32)) - jak opisano wyzej - prowadzi do nastepujacego wyrazenia na
zrenormalizowany operator Clausiusa-Mossottiego:

Xgew (r,r) =~ BXy(r,r')B+

N

+/d3r1 h(r,r') BXy(r,r,)Gefs (r1, 1) nB +
+/d3r1 h(ry,1') BBy (r,v,) BGeys (r,v') nB +
+/d3r1 h(r,v')nBGesy (r, 1)) BXy(ry,v')B +
+/d3r1 h(r,r,)nBG. s (r,r') BBy (r',r,)B. (8.39)
Rozpatrujac powyzsze réwnanie dla nieprzekrywajacych konfiguracji pierwszej i ostatniej
czastki, uzyskuje sie relacje przyblizona na operator X,,,, (réwnanie (7.30))).
Xnow (r,1) &~ BXy(r,r')B +

~

+W (r,r')/d3r1 h(r,r'") BXy(r,r,)Gegs (r1, 1) nB +

+W (r,r) /d3r1 h(r1,v') BBy (r,1,) BGeys (r,v') nB +

A

+W (r,r") /d3r1 h(r,v'YnBGesy (v, ;) BXy(ry,v')B +
+W (r,r')/d3r1 h(r,r,)nBG, s (r,x') BBy (r',r,)B. (8.40)

W celu uzyskania wyzej opisanych konfiguracji nalezy pomnozy¢ réwnanie (8.39)) przez funkcje
w

Relacja stanowi domkniecie schematu (7.33). Dzieje si¢ tak pomimo, ze zawiera
ona wielkoSci wystepujace w przytoczonym schemacie: operator B oraz propagator efekty-
wny Gerr. W celu potwierdzenia zachodzacego tu domknigcia nalezy wszystkie powyzsze
réwnania rozwazy¢ kolejno dla coraz to wiekszej ilosci czastek. Prowadzi to do wniosku,
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ze: jednoczgstkowa funkcja rozkladu n zwigzana z utamkiem objetoSciowym zawiesiny ¢;
dwucialowa funkcja rozktadu n (12) wraz z powiazana z nig funkcja korelacji h (12); pomi-
jajac znajomo$¢é macierzy hydrodynamicznych M, G, oraz Si;(12) i Si5(12) - pozwalaja na
rozwigzanie wprowadzonego tu uktadu réwnan.

Tym samym powyzsza relacja przyblizona wraz ze écistymi réwnaniami oraz
i stanowi przyblizong metode wyznaczania charakterystyk zawiesin. Ulamek
objetosciowy ¢ oraz dwucialowa funkcja korelacji h sa jedynymi niezbednymi wielkoSciami
koniecznymi do wyznaczenia tychze charakterystyk.

Relacja oraz wyzej wprowadzony schemat nazywane beda w dalszej czesci niniejszej
pracy przyblizeniem jednopierScieniowym.

8.4 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale sformulowana zostala przyblizona metoda wyznaczania krétkocza-
sowych charakterystyk zawiesin. Metoda ta oparta jest na réwnaniach $cistych (7.21] ,

(7.28) i (7.32) oraz na relacji przyblizonej (8.40). Relacja ta zbudowana zostala w oparciu o

rozwinigcie wirialne wspétczynnikéw transportu. Nadto, umozliwia ona rozwiagzanie przytoc-
zonych wyzej réwnan, co zawarte zostalo w nastepnym rozdziale.
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Rozdzial 9

Przyblizenie jednopierScieniowe -
wyniki obliczen

9.1 Wstep

W niniejszym rozdziale zamieszczone zostaly rezultaty przyblizenia jednopierscieniowego sfor-
mulowanego w rozdziale poprzednim. Do rezultatéw tych zaliczaja sie: czynnik hydrodyna-
miczny oraz takie wspélczynniki transportu jak wspétczynnik samodyfuzji, lepkosci efekty-
wnej oraz sedymentacji.

Nadto, podany tu zostal sposéb rozwigzywania réwnan wystepujacych w rozwazanym
przyblizeniu.

9.2 Opis rozwiazania ré6wnan w przyblizeniu jednopiers-
cieniowym

Réwnania wystepujace w przyblizeniu jednopierscieniowym rozwiazane zostaly metoda nu-
meryczng. Ponizej, w sposob szkicowy przedstawiona zostala procedura prowadzaca do wyz-
naczenia szukanego rozwiazania. Szczegétowe informacje w tym przedmiocie znajduja sie w

dodatku DL

9.2.1 Struktura ukladu ré6wnan

Z matematycznego punktu widzenia wszystkie réwnania wystepujace w przyblizeniu jednopiers-
cieniowym, a zatem formuty (7.21{7.25)), (7.28) i (7.32) oraz (8.40), zawieraja operacje alge-
braiczne na macierzach hydrodynamicznych i funkcjach oraz sploty tych macierzy. Sploty w
przestrzeni Fouriera wyrazi¢ mozna za pomocy zwyklego zlozenia macierzy. 7 tego powodu
kluczowym punktem programu rozwigzujacego ten uklad jest mozliwos¢ obliczania transfor-
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maty Fouriera macierzy hydrodynamicznych. Obliczenia sprowadza si¢ wéwczas jedynie do
operacji algebraicznych. Szczegéty dotyczace obliczania transformaty Fouriera macierzy hyd-
rodynamicznych opisane zostaly w dodatku [C]

9.2.2 Obciecie macierzy hydrodynamicznych

Omawiane réwnania opieraja si¢ na macierzach hydrodynamicznych M oraz G opisanych
w rozdziale [Bl Macierze te numerowane sa indeksami [ = 1,2,...,00; m = —I,...,[ oraz
o = 0,1,2. Sa to macierze nieskoniczone, zatem w obliczeniach numerycznych konieczne jest
ich obcigcie. Obciecie to polega na pominieciu elementéw macierzy o [ > LL, gdzie LL
nazywane bedzie dalej parametrem obciecia multipolowego. Obliczenia zostaly przeprowad-
zone dla réznych parametréw obciecia LL; nadto przeprowadzona zostata takze procedura
ekstrapolacji do LL = 0o, co szczegbtowo opisane zostato w dodatku D]

9.2.3 Dyskretyzacja

Macierz G (R) to podstawowa macierz wystepujaca w rozwazanych w rozprawie réwnaniach.
Jest ona funkcja polozenia R, mogacego wskazywa¢ dowolny punkt przestrzeni. Z symetrii
obrotowej wynika, ze znajomoS$¢ tej macierzy dla potozenia na wybranej osi, na przykiad na
osi z, to jest znajomo$¢ G (Re,) dla R > 0, pozwala na jej wyznaczenie w dowolnym potozeniu
(patrz dodatek. Analogiczna sytuacja ma miejsce w przestrzeni Fouriera (vide dodatek .
Nadto, dzigki przywotanej tu wlasnosci symetrii obrotowej, mozna zredukowac tréjwymiarows,
transformate Fouriera macierzy hydrodynamicznych do jednowymiarowej transformaty Han-
kela [21], znacznie upraszczajac dzigki temu obliczenia numeryczne. W $wietle powyzszego,
dzialania wymagane do rozwiagzania relewantnych réwnan redukuja sie do dziatan na funkcjach
zaleznych tylko od jednej zmienne;j.

W programie komputerowym stworzonym przez autora niniejszej rozprawy w celu nu-
merycznego rozwigzania réwnan, przywolane wyzej funkcje zdyskretyzowano (wprowadzono
siatke punktéw) oraz zastosowano parametr obciecia R,,q,. Obliczenia przeprowadzone zostaly
dla coraz gestszej siatki punktow przy jednoczesnym zwigkszaniu parametru obciecia R,
(vide dodatek [D)).

9.2.4 Iteracyjna metoda rozwiazywania ukladu

Rozwazany uktad réwnan rozwiazywano metoda iteracyjna. W pierwszej kolejnosci zadane
zostaly pewne poczatkowe wartosci wszystkich niewiadomych macierzy wystepujacych w tych
réwnaniach (sa to macierze Gesr, B, X roar, Xnovs Xovs Ay Thigss T'). Nastepnie wyznaczano
wartosci tych macierzy kolejno z przytoczonego ukladu réwnan. Szczegétowe informacje zna-

jduja sie w dodatku [D]
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Jednopierscieniowe, ¢=5% —— Symulacje, $=5% ——
Jednopierécieniowe, ¢=15% — — — Symulacje, ¢=15% ——
Jednopierscieniowe, ¢=25% - - - - Symulacje, ¢=25% ——
Jednopierscieniowe, (=35% ------- Symulacgje, =35% ——
Jednopierscieniowe, 0=40% Symulacje, ¢=40% ———

Rysunek 9.1: Przyblizenie jednopierScieniowe: czynnik hydrodynamiczny w funkcji wektora
falowego dla réznych utamkéw objetoSciowych zawiesiny ¢. Poréwnanie z symulacjami nu-
merycznymi Abade et al. [I]. Liczby umiejscowione przy wykresach oznaczaja odpowiednio
warto$ci wspolezynnika sedymentacji K oraz samodyfuzji D?/D, (przyblizenie jednopier$-
cieniowe) dla relewantnych utamkéw objetosciowych zawiesiny. Wartosci tych wspétezynnikéw
wynikajacych z symulacji Abade et al. mozna znalez¢é w tabeli na stronie [94

9.3 Rezultaty przyblizenia jednopierScieniowego

Czynnik hydrodynamiczny oraz wspotczynniki lepkosci efektywnej dla zawiesiny sztywnych
kul wyznaczone w ramach przyblizenia jednopierScieniowego dla utamkéw objetosciowych
5,15,25,35 i 40% przedstawione zostaly na rysunkach oraz [9.2] Wartoéci wspétezynnika
samodyfuzji oraz wspélczynnika sedymentacji znajdujace sie na rysunku (9.1 warto poréwnaé
z liczbowymi wartoSciami symulacji numerycznych uzyskanych przez Abade et al. i zamiesz-
czonymi w ponizszej tabeli.
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Rysunek 9.2: Przyblizenie jednopierécieniowe: lepko$t efektywna zawiesiny 7, ;r/n w funkcji
utamka objeto$ciowego ¢. Poréwnanie z symulacjami numerycznymi [57] oraz eksperymen-

tami [92].
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Wyniki symulacji Przyblizenie
numerycznych Abade et al. [1] jednopierScieniowe
Utamek Wspétezynnik | Wspétezynnik | Wspétezynnik | Wspdlezynnik
objetosciowy | samodyfuzji | sedymentacji | samodyfuzji | sedymentacji
7] D;/Do K D3/ Dy K
5 0.908 0.724 0.908 0.722
15 0.724 0.377 0.724 0.374
25 0.546 0.192 0.547 0.188
35 0.383 0.0949 0.372 0.098
40 0.31 0.066* 0.281 0.071
45 0.243 0.0448

Wartosci wspélczynnikéw przedstawionych w tabeli powyzej odzwierciedlone zostaly réwniez
na rysunkach[9.3loraz[0.4l Rysunki te zawieraja zalezno$¢ odwrotnosci tychze wspétczynnikéw
od ulamka objetosciowego ¢.

Poréwnanie przyblizenia jednopierscieniowego z dostepnymi w literaturze metodami fizyki
statystycznej, opisane zostaly w dalszej czeSci tej rozprawy.

Rozwazania niniejszego rozdziatu zostaly ograniczone do nastepujacego poréwnania tejze
metody z precyzyjnymi symulacjami numerycznymi. Przyblizenie jednopierscieniowe odzwier-
ciedla wszystkie - relewantne z punktu widzenia niniejszej rozprawy - charakterystyki zawie-
sin dla ulamkéw objeto$ciowych ¢ < 35%. W tym przedziale ¢ wystepuje bowiem niemalze
idealna zgodnos¢ z wynikami symulacji numerycznych: z tabeli przytoczonej wyzej wynika,
ze blad wzgledny miedzy rezultatami symulacji numerycznych, a rezultatami przyblizenia
jednopierécieniowego ro$nie wraz ze wzrostem ¢ dochodzac do warto$ci okoto 3% dla ¢ = 35%.
Zauwazalna rozbieznos¢ zaczyna si¢ pojawiac dla wigkszych wartoSci utamkéw objetosciowych
¢ ~ 40%. Dla tej wartosci ¢ blad wzgledny wynosi okoto 10%.

1 Wartosé wspélczynnika samodyfuzji oraz sedymentacji dla ulamka objetosciowego ¢ = 40% wyznaczono
metodg interpolacji (z wykorzystaniem wartosci dla pozostatych utamkéw objetosciowych z powyzszej tabeli).
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Rysunek 9.3: Odwrotno$¢ wspotczynnika samodyfuzji Dy/D? = 1/H (00) w funkcji utamka
objetosciowego ¢: poréwnanie rozwiniecia pierScieniowego (niniejsza rozprawa), symulacji
numerycznych [I] oraz eksperymentéw [2], [70], [99].
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Rysunek 9.4: Odwrotno$¢ wspotezynnika sedymentacji 1/K = 1/H (0) w funkcji utamka
objetosciowego ¢: poréwnanie rozwiniecia pierScieniowego (niniejsza rozprawa), symulacji
numerycznych [I] oraz eksperymentéw [99], [95].
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Rozdzial 10

Ocena teorii 0y Beenakkera-Mazura

10.1 Wstep

Przedstawione powyzej wyniki uzyskane w ramach przyblizenia jednopierscieniowego, takie
jak czynnik hydrodynamiczny i lepko$¢ efektywna zawiesiny, zostang w niniejszym rozdziale
poréwnane z wynikami teorii ¢y sformulowanej przez Beenakkera i Mazura [15], [14] i [17].
Teorie 9y wybrano tutaj ze wzgledu na fakt, ze jest ona dotychczas najbardziej wyczerpujaca
teorig zawiesin opisujaca ich krétkoczasowe charakterystyki.

W pierwszej czeSci tego rozdzialu sformulowana zostala teoria d+.

Czes¢ druga rozdzialu zawiera obliczenia przeprowadzone w ramach teorii v wykonane
przez autora niniejszej rozprawy. Przeprowadzenie takich kalkulacji dla celéw niniejszej pracy
jest koniczne ze wzgledu na radykalny charakter uproszczen przyjetych przez Beenakkera i
Mazura wystepujacych w ich oryginalnych pracach.

Przyblizenie w ramach teorii 0y - w przeciwienstwie do przyblizenia jednopierScieniowego
- nie obejmuje silnych oddziatywan bliskich czastek (poprawki lubrykacyjne), bedacych kluc-
zowg, cechg oddzialywan hydrodynamicznych. Dlatego tez warto sformutowa¢ metode oparta
na wprowadzonym w niniejszej rozprawie rozwinieciu pierScieniowym, ktéra uwzgledniataby te
same cechy oddzialywan hydrodynamicznych, jakie zawiera teoria ¢y. Sformutowana w czesci
trzeciej metoda wyznaczenia charakterystyk zawiesin, okreslana takze mianem uogdélnionego
przyblizenia Clausiusa-Mossottiego - spelnia powyzsze warunki.

Czwarta czeS¢ tego rozdziatu zawiera poréwnanie przyblizenia jednopierscieniowego z teoria
0~y oraz z symulacjami numerycznymi, a takze z wymienionym wyzej uogélnionym przyblize-
niem Clausiusa-Mossottiego.

10.2 Metoda Beenakkera-Mazura

Teoria 0y Beenakkera-Mazura jest teoria w ramach fizyki statystycznej oparta na $cistych
rozwazaniach. Uzyskane na jej podstawie wyniki iloSciowe sg do pewnego stopnia zgodne z
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wynikami do$wiadczen. Nadto, teoria ta powszechnie przywolywana jest w pracach ekspery-
mentalych dotyczacych omawianego zagadnienia (przykitadowo [94], [19], [95], [83] oraz [92]).
Biorac pod uwage powyzsze aspekty, teoria o jest obecnie najlepsza istniejaca w literaturze
metoda wyznaczania charakterystyk zawiesin [81].

10.3 Sformulowanie teorii v

Ponizszy fragment ma na celu opisanie teorii 6y w jezyku stosowanym w niniejszej rozprawie,
to jest z wykorzystaniem operatoréw M oraz G zdefiniowanych odpowiednio réwnaniami

Sformutowanie teorii 6y nalezy rozpoczaé od zapisania réwnania (2.58) w notacji gestoSci
mikroskopowych. Réwnanie to przyjmuje wéwczas postac:

s(r) = /drl./\/l (r,r1) g (r1) + /drlerM (r,r1) G (r1,15) 5 (13). (10.1)

Powyzszy wzoér wykorzystuje definicje (3.4]) gestosci s, a operator catkowy M (r,r’) zdefin-

iowany zostal wzorem:
N

M) =Mi(r—1)> 6(r-Ry), (10.2)

=1

natomiast operator catkowy G (ri,ry) rézni sie od macierzy multipolowej G (ry, ry) tylko dla
r; = ry, mianowicie:

~ _ 0 dlar; =ry
G (r1,r2) = { G (ry,ry) dlar; #ry (10.3)

Wyciecie jednego punktu w wymienionej macierzy zwiazane jest z faktem, ze w réwnaniu
(2.58)) wystepuje suma po réznych czastkach > i

W dalszej czeSci rozprawy zastosowana zostanie notacja skrécona, w ktérej pominiete
zostana zmienne spolotowe. Wyrazenie przyjmie zatem nastepujaca forme:

s = My + MG's. (10.4)

Rozwigzanie powyzszego réwnania uzyskuje sie przy zastosowaniu metody iteracyjnej,
ktéra w wyniku daje zwiazek mikroskopowej gestosci zrédet s (r) z polem v, (r) :

s = Ty, (10.5)

gdzie operator 7 zdefiniowany jest wyrazeniem

T=M(1- G*M>_1 | (10.6)
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Dla zawiesiny o znanym rozktadzie czastek, rozwigzanie makroskopowe uzyskuje sie wykonu-
jac procedure usredniania

(s) = (T) o, (10.7)

przy czym zwroci¢ nalezy uwage, ze operator T' = (7) (poréwnaj réwnanie (3.11])).
W $wietle powyzszego oraz biorac pod uwage réwnanie ((3.15)), propagator efektywny G.
przyjmie nastepujaca postac:

Ges=G+G <M (1 - é/\/l>1> G. (10.8)

10.3.1 Zrenormalizowane rozwiniecie we fluktuacjach

Kluczowym krokiem prowadzacym do sformutowania teorii 0y jest przeprowadzenie renormal-
izacji operatoréw G oraz M w réwnaniu ((10.8). Procedura ta polega na przesumowaniu tzw.
samokorelacji ('ring-selfcorrelations’). Samokorelacje sa to struktury rozproszeniowe postaci

s -1
w ktérych operator catkowy Gf M) zdefiniowany jest réwnaniem
S no__ G<MR> (I‘, I'/) dlar=r'
G(MR) (I‘, r ) - { 0 dla r # r (10'10)

a zrenormalizowany propagator GG (Mp) Ma postac

Gor) = G (1= (M) G) o (10.11)

Wyprowadzenie zrenormalizowanego rozwiniecia we fluktuacjach gestosci zostanie pominiete
- wymaga ono bowiem prostych operacji algebraicznych przedstawionych uprzednio w pracach
Beenakkera i Mazura. Zasadniczym rezultatem tego wyprowadzenia jest rozwiniecie operatora

_ -1
G (1 — MG) w zrenormalizowanych fluktuacjach:

1

G (1 - MG*)_I = Gy [1 — (Mg — (Mpg)) G<MR>] T - MG,) T (1012)

gdzie operator é’< Myp) Wyraza si¢ wzorem

0 dlar; =ry

G<MR> (r17 r2) - { G(MR> (rl, r2) d].a- ry # Ty (10.13)
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Wzér (10.12) mozna wykorzystaé do wyznaczenia rozwinigcia propagatora efektywnego
G.rs we fluktuacjach. Propagator ten przyjmie wéwczas postac:

Gerr = Gimp) <[1 — (Mg — (Mg)) GWR)} _1>
= Gump T Gmp) <(MR — (MRg)) [1 — Gimp) (Mg — <MR>)] _1> G m10.14)

Przy okazji powyzszej formuty warto podkresli¢ podstawowsa ceche teorii ¢+, to jest fakt,
ze propagacje pola predkosci zawiesiny w tej teorii przenoszone sa za pomoca propagatora
é< Mp)- Propagator ten rézni si¢ zaréwno od propagatora w czystym plynie G, jak réwniez
od propagatora efektywnego G.s¢r. Nadto, propagacja zachodzi na fluktuacjach operatora
jednoczastkowego Mg, ktory wyraza zrenormalizowang reakcje jednej czastki zawiesiny ze
wzgledu na obecno$t czastek otaczajacych. Uwidocznione zostalo to w réwnaniu ((10.9)).

Ze wzgledu na renormalizacje propagatora oraz renormalizacje jednoczastkowej reakcji
czastki, teoria 0 stanowi niewatpliwie istotny krok w fizyce zawiesin. Zrenormalizowane
propagatory zawieraja bowiem reakcje wielu czastek. Wielocialowe oddzialywania hydrody-
namiczne odkrywaja wazng role.a w rozpatrywanych tu uktadach, co podkreslano uprzednio
na kartach niniejszej rozprawy.

Dalsze szczegdly dotyczace teorii 6y zawarte zostaly w dodatku [E]

10.4 Przyblizenia w pracach Beenakkera i Mazura

Istota teorii 0y jest wprowadzone w poprzednim paragrafie rozwiniecie we fluktuacjach gestosci
Mpg. Przykladem takiego rozwinigcia jest wzér [10.14] Po rozpisaniu znajdujacego si¢ w tym
wzorze szeregu geometrycznego, otrzymuje sie szereg wyrazow zawierajacych coraz to wyzsze
potegi fluktuacji. Analogiczny szereg w potegach fluktuacji pojawia sie w teorii 6y takze w
przypadku wspdélezynnikéw transportu oraz czynnika hydrodynamicznego (patrz dodatek .
W rezultacie, przyblizona metoda wyznaczania charakterystyk zawiesin wytania si¢ niejako
w spos6b naturalny - wystarczy poming¢ w rozwinieciu wyrazy o potedze fluktuacji gestosci
Mg wyzszej niz pewna zadana.

Bennakker i Mazur ograniczyli swoje obliczenia na drugim rzedzie przytoczonego wyzej
rozwiniecia we fluktuacjach i jedynie taka sytuacja rozpatrzona zostala w niniejszej rozprawie.

Z calg moca nalezy podkresli¢, ze ograniczenie obliczen do drugigo rzedu nie byto jedynym
przyblizeniem przyjetym w rachunkach wymienionych tu autoréw. Dokonali oni ponadto do-
datkowych uproszczen. Jedno z nich zwigzane bylo z obcieciem macierzy hydrodynamicznych
(analogiczne zagadnienie poruszone zostalo w poprzednim rozdziale). Konsekwencje takiego
uproszczenia nie zostaly przez autoréw w pelni przeanalizowane.

Bardziej szczegélowe objasnienia opisanego tu aspektu prac Beenakkera i Mazura znajduja
sie w dodatku [E| oraz w oryginalnych publikacjach.
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Rysunek 10.1: Czynnik hydrodynamiczny w funkcji wektora falowego dla utamkéw objetos-
ciowych zawiesiny ¢ = 5,15,25%: ’§v’ - obliczenia autora rozprawy; ’dy (BM)’ - wyniki
oryginalnych prac Beenakkera i Mazura; 'Symulacje’ - obliczenia numeryczne [1].

Natomiast autor niniejszej rozprawy przeprowadzil w ramach teorii oy obliczenia, w ktérych
jedynym przyblizeniem jest uwzglednienie drugiego rzedu rozwiniecia we fluktuacjach.

Ze wzgledu na réznice wartosci charakterystyk zawiesin wystepujace w pracach Beenakkera
i Mazura oraz autora tej pracy, obliczenia zawarte w oryginalnych pracach Beenakkera i
Mazura opatrywane beda symbolem 6y (BM), natomiast obliczenia autora niniejszej rozprawy
- symbolem 9.

10.5 Wyniki teorii o7

Na rysunku znajduje si¢ wykres czynnika hydrodynamicznego dla ulamkéw objetos-
ciowych ¢ = 5,15,25%. Wykres ten zawiera rezultaty uzyskane w ramach teorii dy przez
autora niniejszej pracy, przez Beenakkera i Mazura oraz wyniki symulacji numerycznych. Dla
rozwazanych tu utamkéw objetosciowych ¢ < 25% nie pojawiaja sie widoczne rozbieznoSci
miedzy obliczeniami Beenakkera-Mazura i autora tej rozprawy.

Sytuacja zmienia si¢ jednak dla ulamkéw objeto$ciowych ¢ = 35, 45%, co obrazuje rysunek
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Rysunek 10.2: Czynnik hydrodynamiczny w funkcji wektora falowego dla ulamkéw obje-
toSciowych zawiesiny ¢ = 35,45%: 07’ - obliczenia autora rozprawy; 6+ (BM)’ - wyniki
oryginalnych prac Beenakkera i Mazura; ’Symulacje’ - obliczenia numeryczne [1J.

10.2l Dla utamka ¢ = 45% blad wzgledny miedzy obliczeniami Bennakkera i Mazura, a
obliczeniami autora niniejszej rozprawy wynosi w przypadku wspoélczynnika samodyfuzji okoto
15%. Warto$¢ te mozna odczytaé z ponizszej tabeli, ktora zawiera wspolczynnik samodyfuzji
oraz wspotczynnik sedymentacji dla trzech rozwazanych tu przypadkow.

Wspoétezynnik samodyfuzji D?/ Dy | Wspélezynnik sedymentacji K

o [%) | oy | oy (BM) Symulacje dy | 0y (BM) | Symulacje
) 0.907 0.90 0.908 0.713 | 0.701 0.724
15 ] 0.699 0.69 0.724 0.353 | 0.342 0.377
25 | 0.506 0.51 0.546 0.167 | 0.164 0.192
35 | 0.364 0.38 0.383 0.078 | 0.082 0.0949
45 | 0.245 0.28 0.243 0.040 | 0.043 0.0448

Przechodzac do poréwnania rezultatéw teorii 07 (uzyskanych przez autora) z symulacji-
ami numerycznymi - poczawszy od malych utamkéw objetoSciowych ¢ - nalezy stwierdzic,
ze zgodno$¢ wynikéw poczatkowo stabnie. Dla utamka objetoSciowego ¢ wynoszacego 35%
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Rysunek 10.3: Teoria d7: lepkos¢ efektywna zawiesiny ), ;/n w funkcji utamka objetosciowego

¢. Poréwnanie z symulacjami numerycznymi [57] oraz eksperymentami [92].

blad wzgledny wspoélezynnika sedymentacji wynosi az 18%. Nastepnie zgodnos$é rezultatow
stopniowo roénie, natomiast dla ¢ ~ 45% czynnik hydrodynamiczny niemalze pokrywa sie z

wynikami numerycznymi.

W przypadku lepkosci efektywnej zawiesiny, teoria dy daje rezultaty zobrazowane na ry-
sunkul10.3] Podobnie, jak w przypadku czynnika hydrodynamicznego, niezgodno$¢ z symu-
lacjami numerycznymi wystepuje w zakresie utamkoéw objeto$ciowych 15% — 35%, natomiast
dla okolo 45% nastepuje zgodno$¢ z symulacjami numerycznymi. Krzywe lepkosci w tym

przypadku niemal przecinajg sie.
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10.6 Odpowiednik przyblizenia Beenakkera-Mazura na
bazie rozwiniecia pierScieniowego

Rozbieznosci pomiedzy wynikami teorii ¢y dla ulamkéw objetoSciowych ¢ < 35%, a rezul-
tatami symulacji numerycznych, wynikaja z zaniedbania dwucialowych blokéw| w teorii :

(10.15)

Diagramy zlozone z tego typu blokéw odgrywajg doniosty role na poziomie rozwiniecia wiri-
alnego - uwidocznione to zostalo wezedniej w rozdziale [§l Z tej perspektywy zgodnosé teorii
0y z wynikami symulacji numerycznych dla utamkéw objeto$ciowych rzedu 45% wydaje sie
przypadkowa.
W zwigzku z tym, warto sformutowaé podobne przyblizenie na poziomie wprowadzonego
W niniejszej rozprawie rozwiniecia pierScieniowego, w ktérym - podobnie jak w teorii 07y -
zaniedbane zostana bloki dwucialowe (i wyzsze). W tym celu mozna wykorzystaé nastepujace
przyblizenie na operator Xpgzony:
Xrom =~ 0. (10.16)

W przyblizeniu tym, w pozadiagonalnych sekwencjach rozproszeniowych uogélnionego op-
eratora Clausiusa-Mossottiego (por. réwnanie ), bloki dwucialowe i wyzsze zostaly
zaniedbane.

Przyblizenie to nazywane bedzie uogélnionym przyblizeniem Clausiusa-Mossottiego,
gdyz mozna przedstawic je rownowaznie - przy wykorzystaniu réwnania - W nastepujacy
Spos6b

i, ~nB, (10.17)

co przypomina przyblizenie prowadzace do wzoru Clausiusa-Mossottiego.

Wykorzystanie przyblizenia na X oy, danego wzorem , w ramach schematu
prowadzi do rezultatéw dla czynnika hydrodynamicznego przedstawionych na rysunku [10.4]
a dla lepkoci na rysunku [10.5]

W duzym zakresie utamkéw objetosciowych (ponizej okoto 35%) czynnik hydrodynamiczny
odtworzony jest zatem dokladniej, niz w ramach teorii §v (rys ??). Natomiast jak chodzi o
wspolczynnik lepkoSci efektywnej - teoria vy przeszacowuje go, za$ uogdlnione przyblizenie
Clausiusa-Mossottiego niedoszacowuje tego wspotczynnika (por rys. .

Szczegdtowy opis uzyskania powyzszych charakterystyk zawiesin przedstawiony zostal w
dodatku [El

!Przykladowo uwzglednienie pelnych dwucialowych oddzialywah hydrodynamicznych w ramach teorii
6y wymaga obliczenn we wszystkich rzedach rozwiniecia we fluktuacjach. Tymczasem Bennakker i Mazur
ograniczyli swoje obliczenia do drugiego rzedu rozwinigcia.

104



0 2 4 6 8 10 12 14

2aq
Uog. przybl. C-M, ¢=5% —— Symulacje, $=5% ——
Uog. przybl. C-M, ¢=15% — — — Symulacje, ¢=15% ——
Uog. przybl. C-M, ¢=25% - - - - Symulacje, $=25% ——
Uog. przybl. C-M, ¢=35% ------- Symulacje, ¢=35% ——
Uog. przybl. C-M, ¢=40% Symulacje, $=40% ——

Rysunek 10.4: Uogdlnione przyblizenie Clausiusa-Mossottiego: czynnik hydrodynamiczny w
funkcji wektora falowego dla réznych utamkéw objetoSciowych zawiesiny ¢. Poréwnanie z
symulacjami numerycznymi Abade et al. [I]. Liczby umiejscowione przy wykresach oz-
naczaja odpowiednio wartosci wspotczynnika sedymentacji K oraz samodyfuzji D? /Dy (uogél-
nione przyblizenie Clausiusa-Mossottiego) dla relewantnych utamkéw objetosciowych zawie-
siny. WartoSci tych wspétezynnikéw wynikajacych z symulacji Abade et al. mozna znalezé w
tabeli na stronie [94
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Rysunek 10.5: Uogdlnione przyblizenie Clausiusa-Mossottiego: lepkos¢ efektywna zawiesiny
Nesr/n W funkcji utamka objetosciowego ¢. Poréwnanie z symulacjami numerycznymi [57]
oraz eksperymentami [92].
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4.5

Przybll. jednopierécie'niowe ' '
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Rysunek 10.6: Odwrotno$¢ wspélezynnika samodyfuzji Dy/D? = 1/H (c0) w funkcji utamka
objetoSciowego ¢: poréwnanie rozwiniecia pierScieniowego (niniejsza rozprawa), uogélnionego
przyblizenia Clausiusa-Mossottiego (niniejsza rozprawa), teorii 6y (obliczenia autora niniejszej
rozprawy ), symulacji numerycznych [I] oraz eksperymentéw [2], [70], [99].

10.7 Ocena teorii vy

Poréwnanie rezultatéw przyblizenia jednopierécieniowego z teoria o7y zostalo uwidocznione
dla wspétczynnika samodyfuzji na rysunku [10.6] natomiast dla wspétezynnika sedymentacji
- na rysunku [10.7] Ponizsze wykresy przedstawiaja odwrotno$¢ wymienionych wspélczyn-
nikéw. Obrazuja one, ze teoria 0y dla utamkéw objetosciowych ¢ wiekszych niz okoto 20%
prowadzi do zanizania wspélczynnikéw sedymentacji oraz samodyfuzji. Biorgc pod uwage
symulacje numeryczne, blad wzgledny wynosi tutaj okoto 20%. Natomiast wyniki przyblizenia
jednopierScieniowego wprowadzonego przez autora rozprawy, odzwierciedlajg charakterystyki
zawiesin z wielkokrotnie mniejszym bledem w zakresie utamkéw objetosciowych ¢ < 35%.
Warto takze zwréci¢ uwage, ze zbiezno$¢ wynikéw teorii 0y dla ¢ = 45% z wynikami
symulacji numerycznych ma charakter przypadkowy. Swiadczy o tym przebieg krzywych
odpowiadajacych teorii vy zamieszczonych na rysunkach[10.6/oraz[10.7. W przypadku wspétczyn-
nika samodyfuzji dla utamkéw objetosciowych ¢ =~ 30% blad wynosi okoto 20%, a dla utamkéw

107



25

20

15

10

Przybli. jednopierécieﬁiowe
Uog. przybl. C-M

Teoriady - - - - i

Symulacje numeryczne
Ackerson et al.

Paulin, Ackerson

Xue et al.

0.3 0.4

0.5

Rysunek 10.7: Odwrotnoé¢ wspdélezynnika sedymentacji 1/K = 1/H (0) w funkcji utamka
objeto$ciowego ¢: poréwnanie rozwiniecia pier§cieniowego (niniejsza rozprawa), uogélnionego
przyblizenia Clausiusa-Mossottiego (niniejsza rozprawa), teorii 6y (obliczenia autora niniejszej
rozprawy), symulacji numerycznych [I] oraz eksperymentéw [99], [95].
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¢ =~ 45%, nastepuje przeciecie krzywych wspotezynnika samodyfuzji odpowiadajacych teorii
07 i symulacjom.

Istnieje takze druga réznica miedzy teorig 6y a przyblizeniem jednopierScieniowym.

Do sukcesu teorii 0 przyczynil sie niewatpliwie fakt, ze w rozwinieciu w zrenormali-
zowanych fluktuacjach gestosci, czastki oddzialywujg ze soba hydrodynamicznie efektywnie
przez zawiesing, a nie przez czysty pltyn. Wprowadzenie tego rodzaju efektywnych oddzi-
alywan, stanowi istotny zabieg ze wzgledu na dlugozasiegowy oraz wielocialowy charakter
oddzialywan hydrodynamicznych.

Podkreslenia wymaga fakt, ze analogiczny, chociaz nieréwnowazny zabieg wykonany zostat
takze w niniejszej rozprawie. Jest to przejScie od rozwiniecia grupowego Felderhofa, Forda
i Cohena danego wzorem do rozwinigcia pier§cieniowego, wzor (6.47). Wystepujacy
w pierwszym wzorze czysty propagator G, w drugim wzorze zastapiony zostal propaga-
torem efektywnym G.;r. Wprowadzenie efektywnych oddziatywan wskazuje na podobienstwo
zrenormalizowanego rozwiniecia we fluktuacjach teorii ¢y do wprowadzonego w rozprawie
rozwinigcia pierscieniowego.

Obie teorie cechuje jednakze fundamentalna réznica, ktéra implikuje, ze dla ¢ < 35%
wzgledny biad wyznaczonych charakterystyk zawiesin jest wielokrotnie mniejszy w przypadku
przyblizenia jednopierScieniowego. Roéznica ta zwiazana jest z poprawkami lubrykacyjnymi
- oddzialtywania hydrodynamiczne bliskich czastek stanowia istotny czynnik ksztaltujacy dy-
namike zawiesin. W celu uwzglednienia poprawek lubrykacyjnych nalezy w pemi wzia¢ pod
uwage dwucialowe oddzialywania hydrodynamiczne. Aby dokona¢ tego w teorii -, nalezy
wykonaé¢ obliczenia we wszystkich rzedach rozwiniecia w zrenormalizowanych fluktuacjach
gestosci, podczas gdy Beenakker i Mazur poprzestali na drugim. Natomiast w rozwinieciu
pierscieniowym, pelne oddzialywania dwucialowe wystepuja juz w rzedzie zerowym. Swiadczy
to o zupekie réznych charakterach teorii 6y oraz rozwiniecia pierScieniowego.

Odnoszac sie do zaniedbania poprawek lubrykacyjnych w teorii dv, warto wspomnie¢ o
tzw. uogdlnionym przyblizeniu Clausiusa-Mossottiego. Sformutowane zostalo ono wczedniej
na bazie rozwinigcia pierécieniowego. W ramach tego przyblizenia pominigte zostaly oddziaty-
wania bliskich czastek (lubrykacja), co czyni je podobnym do teorii §v rozwazanej w drugim
rzedzie. Wyniki uogélnionego przyblizenia Clausiusa-Mossottiego przedstawiaja rysunki[10.4]
i oraz [10.7] Na podstawie tychze rysunkéw stwierdzi¢ mozna, ze na tle symulacji
numerycznych bledy w wyznaczonych charakterystykach sa podobne jak w teorii 7.
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Rozdzial 11

Zakonczenie

Przedmiotem niniejszej rozprawy doktorskiej byto wyznaczenie krétkoczasowych charakterystyk
zawiesin czastek sferycznych dla duzych koncentracji. Sa nimi czynnik hydrodynamiczny
oraz takie wspélczynniki transportu jak lepkosc¢ efektywna zawiesiny, wspoélczynnik samody-
fuzji i wspélczynnik sedymentacji. Przytoczone tutaj wielko$ci wyrazaja si¢ przez operator
odpowiedzi T, totez ich wyznaczenie sprowadza sie do obliczenia tegoz operatora. Operator
odpowiedzi T"" dany jest wzorem Felderhofa-Forda-Cohena.

Wzér ten zostal w niniejszej rozprawie przeanalizowany przy pomocy techniki diagramowe;j.
Z pomocy tej techniki zostalo dokonane przesumowanie prowadzace do renormalizacji wys-
tepujacego we wzorze Felderhofa-Forda-Cohena propagatora GG. W rezultacie tego za-
biegu operator odpowiedzi T przybral postaé rozwiniecia pierécieniowego danego réwnaniem
(6.47), w ktorym w miejsce propagatora G' pojawia sie propagator efektywny G.ys. Opisane
tutaj rozwiniecie pierScieniowe jest kluczowym wynikiem uzyskanym w ramach niniejszej
pracy.

Struktura rozwinigcia pierScieniowego umozliwita w dalszej kolejnosci sformutowanie przy-
blizonej metody wyznaczania krétkoczasowych charakterystyk zawiesin, tzw. przyblizenia
jednopierScieniowego. Metoda ta oparta jest na réwnaniach Scistych uzupehionych relacja
domykajaca, mianowicie na uwzglednieniu jedynie tych wyrazéw rozwiniecia pierScieniowego,
ktore zawieraja co najwyzej jeden pierScien. Idea ograniczenia wyzej wymienionego rozwinie-
cia do jednego pierscienia oparta byla na wynikach rozwiniecia wirialnego wspélczynnikéw
transportu. Wyniki te wskazuja bowiem na dominujaca role diagraméw o wspomnianej
powyzej strukturze.

Podstawowym wktadem potrzebnym do rozwigzania uktadu réwnan w ramach przyblizenia
jednopierscieniowego, oprécz utamka objetosciowego ¢, lepkosci cieczy n i struktury czastek
tworzacych zawiesine przejawiajacej sie w operatorze M oraz promieniu czastki a, sa dwuci-
alowa funkcja korelacji h oraz dwucialowe oddzialtywania hydrodynamiczne.

Z uwagi na strukture wspomnianego uktadu, do jego rozwigzania nieodzownym jest mozli-
woS¢ obliczania transformaty Fouriera macierzy hydrodynamicznych. Znalezienie rozwigzania
wymagalo zatem zaawansowanych obliczen numerycznych.
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Dla utamkoéw objetosciowych ¢ < 35% przyblizenie jednopierScieniowe odzwierciedla charak-
terystyki zawiesin z bledem ponizej 3% w poréwnaniu z precyzyjnymi symulacjami numerycznymi.
Blad ten jest tym mniejszy, im mniejsza jest koncentracja zawiesiny. Dla utamkéw objetos-
ciowych ¢ = 40% zaczynaja si¢ pojawia¢ wigksze rozbieznosci rzedu 10%.

Wprowadzone w rozprawie narzedzia umozliwily ponadto ocene¢ teorii 6y Beenakkera-
Mazura, ktéra pojawia sie w przewazajacej czeSci publikacji naukowych podejmujacych prébe
opisu wspomnianych tu wielkosci. Jest to w obecnej chwili teoria najpelniej opisujaca te
wspolczynniki. W rozprawie zaprezentowane zostaly obliczenia w ramach teorii ¢, ktore
w sposéb peliejszy traktuja réwnania teorii 0+, niz obliczenia jej twércéw. Prowadzg one
do rezultatéw doktadniej odzwierciedlajacych omawiane charakterystyki zawiesin, niz wyniki
oryginalnych prac. Mimo to, teoria dy prowadzi w niektérych przypadkach do bledu w wartos-
ciach charakterystyk wynoszacego 18% dla utamkéw objeto$ciowych ¢ ~ 35%.

Sformutowane w rozprawie przyblizenie jednopierScieniowe objelo trzy decydujace czynniki
majace wplyw na wlasnosci zawiesin. Sa to dlugozasiegowe oddzialywania hydrodynamiczne,
wielocialowy charakter tychze oddzialywan oraz silne oddzialywania bliskich czastek. Teoria
0y obejmuje jedynie pierwsze dwa spoSréd wymienionych wyzej czynnikéw. W rozprawie
wprowadzone zostalo réwniez przyblizenie oparte na rozwinigciu pierscieniowym, ktére tak
jak teoria d7, uwzglednia pierwsze dwa sposréd wymienionych wyzej czynnikéw. Struktura
réwnan w tym przyblizeniu jest natomiast prostsza niz w teorii 6y i analogiczna do przyblize-
nia Clausiusa-Mossottiego rozpatrywanego w teorii dielektrykéw. Wiyniki uzyskane w jego
ramach, w zaleznosci od rozwazanej charakterysyki, sa poréwnywalne badz dokladniejsze niz
wyniki teorii 6.

W niniejszej pracy przyblizenie jednopierScieniowe zastosowane zostalo dla przypadku
sztywnych kul o rozkladzie réwnowagowym. Do wyznaczenia charakterystyk zawiesin o
utamku objetosciowym ¢ niezbedna jest dwucialowa funkcja korelacji h, ktéra wyznaczono w
ramach przyblizenia Percusa-Yevicka.

Skonstruowany w ten sposéb schemat moze w dalszej kolejnosci postuzy¢ do wyznaczania
charakterystyk calej klasy zawiesin ztozonych ze sferycznych czastek. Do kategorii tej zaliczaja
sie miedzy innymi zawiesiny czastek z oddzialywaniami bezposrednimi, przy czym informacja
o takich oddzialywaniach ma swoje odbicie w funkcji korelacji h. Ponadto wsréd zawiesin
zlozonych ze sferycznych czastek znajdujg sie réwniez zawiesiny czastek o zréznicowanych
strukturach wewnetrznych (np. krople, czastki porowate). Przejscie do obliczen dla takich
uktadéw jest stosunkowo proste, gdyz wymaga jedynie modyfikacji macierzy jednoczastkowej
reakcji M.
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Dodatek A

Opis multipolowy

W niniejszym dodatku przedstawione sg rozwiazania jednorodnych réwnan Stokesa (2.1al
2.1b]). Dodatek ten stanowi jednocze$nie opis formalizmu multipolowego uzywanego w rozprawie.

A.0.1 Tensory kartezjanskie yy,,

Zbiér rozwigzan wspomnianych wyzej rownan mozna skonstruowac przy pomocy nieredukowal-
nych (symetrycznych i bezsladowych) tensoréw kartezjanskich I-tego rzedu yy,, [39)]

11

%ﬁval VY, (), (A1)

[ylm] 1.0 =

gdzie Y}, () oznacza harmoniki sferyczne [37], natomiast -, wyraza sie ponizszym wzorem

(20 + 1)

TR (A.2)

N =
Stalo$¢ tensoréw yy,, wyplywa z faktu ze harmoniki sferyczne Y}, () maja postaé wielo-
mianéw [97], [35]:
I
Yim () = 7y © &, (A.3)

!
przy czym symbol ® oznacza [-krotne zwezenie tensoréw, & - [-krotny iloczyn tensorowy:

'=§#f. .. 1. (A.4)
N——

razy

iy

Tensory yi,, spehiaja relacje ortonormalnosci [39]

!/

l
yerYZm’ =0mm, m,m =—1,..., 1L (A5)
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A.0.2 Jawna posta¢c wybranych tensoréw y;,,

Jawng postac tensoréw y;,,, wygodnie jest zapisac za pomoca ich rzeczywistych odpowiednikéw

yl(ﬁ). Zdefiniowane sa one wedtug nastepujacych réwnan [39]:

Yz(é%) = Yo, (A.6a)
vl = VoRe(yi),  dlam>1, (A.6b)
v, = V2 (yp),  dlam > 1. (A.6c)
Ponizej przytoczone sg tensory yl(n]? [39] dla [ = 1:
0 0 -1
R R R
ygf)l - -1 ) yEO) - O ) ygl) = 0 <A7)
0 1 0
oraz dla | = 2:
[0 2+ 0 0 0 0
V2
R R 1
vih = |& 0 0], y%=|0 01 iR (A.8)
L0 0 0 0 ~5 0
[—% 0 0 0 0 %
R 1 R
yo = | 0 o ya' = | 0 0 0, (A.9)
i 0 0 75 ~7 0 0
(5 0 0
vee = |0 - 0] (A.10)
| 0 0 0

A.0.3 Rozwiazania jednorodnego ré6wnania Stokesa

Zupelny zbiér rozwiazan jednorodnego, nieSciSliwego réwnania Stokesa dla pola predkosci i
odpowiadajace mu pole ci$nienia moze by¢ wyrazony w nastepujacy sposéb [39], [60]:

+ L
Vlm(] (I') = Flylm Or ; (All)
Pimo () =0, (A.12)
v (r) = v, (r)xr, (A.13)
Pl (t) =0, (A.14)
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204+1[1+3
VZJ;nZ (r) = 7 5 T2V;n0 (r)—r- Vltn() (r)r|, (A.15)

(I+1)20+1)(20+3) !

Pima (t) = 1) z V¥im O T, (A.16)

gdzie stala I'; dana jest wyrazeniem
Iy =1y, (A.17)

Odpowiadajace powyzszym rozwigzaniom v funkcje ortogonalne w;'  wyrazaja sie w
postaci [39):

1 204+ 3
W= gr’%*l [—l—i-( ;L )f'f'] v (), (A.18)
1 _ .
wi = T 1)r Ay o () x 1, (A.19)
1 20+1
o —2-1 g | - v ) A2
Wlm2 (l + 1) (21 + 1)7’ |i l I'I':| VlmO (I') ( O)

A.0.4 Wpyprowadzanie niektérych wyrazen z rozprawy

Wyprowadzenie zwiazkow wymaga tylko prostych operacji algebraicznych, jesli
wykorzysta sie definicje (2.14) i (2.15H2.17)) oraz wyrazenie (A.11]) i (A.13). Operacje to
zostang pominiete.

Odnoénie wyprowadzenia réwnan - wygodnie jest najpierw wyrazi¢ pola pred-
kosci Vi oraz Q) x (r —r;) poprzez kombinacje funkcji multipolowych v;i . W tym celu
wykorzysta¢ mozna reprezentacje macierzy jednostkowej postaci

1

m=—1

Woéwezas uwzglednienie wzoréw (A.11)) i (A.13) uprawnia do nastepujacych przeksztalcen:

1
m=—1
1 &
= 1 2. B Vi) Vi (r - Ry, (A.23)
m=—1
1
D x(r=R1) = >, (¥in ) ¥im x (r—Ry) (A.24)
m=—1
1 &
T T, > i Q) Vi (r = Ra). (A.25)
m=—1
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Zastosowanie definicji (2.12) do pola predkosci U; (r) = Vi + Q1 x (r — Ry) - w ktérym
podstawi¢ nalezy powyzsze wyrazenia - przy wykorzystaniu wtasnosci ortonormalnoS$ci funkcji
v iw,  (2.7), prowadzi do réwnan (2.2412.25)).

Imo Imo
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Dodatek B

Macierze hydrodynamiczne

W dodatku tym przedstawione sa jawne postacie macierzy hydrodynamicznych wykorzys-
tanych w niniejszej rozprawie.

B.1 Macierz jednoczastkowa M

Do sprecyzowania tej macierzy, zgodnie z wzorami (2.4542.48]), wystarczy podanie sktadowych
macierzy Zy, Zo oraz i, ktére znalezé mozna w referencji [25]
Macierz Z, dana jest tam wyrazeniem

[Z[]] L= 5”/77 (2&)l+l/+0+0/71 Zl,o'a/, (Bl)

Imo,l'!'m’c

gdzie czynnik z; 5, definiuja nastepujace wzory:

1(20—1) (20 +1)°

ZZ,OO - 22l—1 (l + 1) ) (B.?)
21 —1) (204 1)* (21 + 3
21,02 = 21,20 = ( )( 221+2> ( )7 (B.3)
L(1+1) (20 +1)
Zl,11 = 22l+1 N (B4)
I+1)(20+1)* (20 +3
Zl,22 = ( ) 22l+5; ( >, (B5)

a dla pozostatych, nie wymienionych wyzej wartoSci o oraz o', czynnik z;,,» ma wartosé
Zerowa,.
Z kolei macierz Z, wyraza si¢ rownaniem

(2o = dum @) (B.6)

116



w ktérym dla | > 2, 2,0+ = 21,50, natomiast dla [ = 1 jedynym nieznikajacym elementem 2

jest element
= (20)° T (8.7
2190 = a)’ —. .
1,22 =1 16
Macierz p, = [PZOPT]_l jest macierzg diagonalng w wszystkich swoich indeksach. W
szczegolnosci dla [ = 11 0 = 0 przyjmuje ona wartos¢

2
[ﬂ]lmo,mo = 9’17_617 m = _17 07 17 (B8)

adlal=1oraz o =1 ]

[/jl]lml,lml = W? m = _17 07 L. (Bg)

B.2 Macierz (G

Najistotniejsza cze$¢ macierzy G zdefiniowanej wzorem (2.59)) to jej dolne sktadowe Gg4q =
P,GP;. Sktadowe te oznaczajg de facto tensor Oseena w bazie multipolowej, co wyraza
definicja (2.51). Rozpisanie wykorzystanej w tej definicji notacji prowadzi do nastepujacego
wyrazenia:

[Gdd (Rza Rj)]lm()',l’m’o" - /dSr / dSI'/
1 1

X Wi (r=R;) - —d(r —Ri| = a) G (r = 1) - Wy, (' =R;) =0 (|T'~R;| — a|B.10)
a a

Zwrécic nalezy tutaj uwage, ze powyzsze wyrazenie jest jednorodone - zalezy od réznicy
polozen Ggq (R; — R;) = Gaa (R, R;). Ponadto ma ono strukture splotowa totez jego trans-
formata Fouriera moze by¢ wyrazona w postaci iloczynu funkcji wchodzacych w sktad splotu:

|Gaa () = &}y (K) - G (K) - Grer (k). (B.11)

Imao,l'!m'o’

gdzie

Dimo (k) = /d?’r exp (—ikr) w;b (r) éd (Ir] —a), (B.12)

za$ transformata Fouriera tensora Oseena, G (k), ma postaé

A~

G (k) = # (1 - 1212) . (B.13)

Wyznaczenie macierzy (44 sprowadza sie w pierwszej kolejnosci do wyznaczenia funkcji
@imo (k), co wykonane bedzie ponizej. W dalszych obliczeniach opuszczane beda bardziej
techniczne przeksztalcenia.
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B.2.1 Wyznaczenie @, (k)

Funkcje zespolone w' (r) mozna przedstawi¢ w postaci

Wltncr (I‘) = Z ala ( )Yll 1+o0,m (f‘) s (B].4)
u=0,2
gdzie

O[O _ ;Til 052 _ _2l + 3 l+ 1 7"71

0 \/1(121+1) ’ 0 o Vai+1
o = —— 17 a? =0, B.15
"= ; (B.15)

1
O‘?z = _l_27 05122 - O

VI+1)(20+1)
Wynika ze wzoréw (A4) i (A6) z pracy [32]. W powyzszych wzorach symbol r oznacza
dtugosc wektora r, natomiast w wyrazeniu wystepuja wektorowe harmoniki sferyczne
Yii1tom (B) [37).

Biorac pod uwage réwnania oraz ewidentnym jest, ze wyznaczenie funkcji
@ime (k) wymaga policzenia nastepujacej calki:

/ Prexp (—ike) Yo m (8) f () éa (r| — a) . (B.16)

Obliczenie tej calki mozna przeprowadzi¢ przedstawiajac w powyzszym wzorze wektorowe
harmoniki za pomoca harmonik sferycznych Y, ([37], wzory (5.9.10), (3.7.3), (5.9.4))

(n‘fb ; _lm) (B.17)

oraz funkcje exp (—ikr) w nastepujacej postaci ([37], wzér (5.8.3))

N

Yim (E) = Z Z Yy (B) (=1)77™ (21 + 1) e

m'=—Jq=—1

exp (—ike) =47 Y~ Y (=) Vi () Vi (k) j; (kr), (B.18)

gdzie j; (x) jest sferyczna funkcja Bessela rzedu [. Po wstawieniu tych wyrazen i skorzystaniu
z relacji ortornormalnoéci harmonik sferycznych ([37], wzoér (2.5.4)) uzyskuje sie wyrazenie
postaci

/dr exp (—ikr) Y, jm (F) f (1) éé (x| —a) =4maj; (ka) f (a) Y 1m (F). (B.19)
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Powyzszy wynik umozliwia wyrazenie funkcji @y, (k) ze wzoru (B.12)), przy wykorzysta-
niu nadto réwnania (B.14)), w postaci

@ims (k) =47 Y afy (a) (=) i (k) Yoo (K) . (B.20)

u=0,2

Zebranie réwnan (B.11)), lacznie z powyzszym prowadzi do wyrazenia transformaty
Fouriera tensora Oseena w bazie multipolowej G przez sferyczne funkcje Bessela oraz wek-
torowe harmoniki. Jest to wygodny punkt wyjscia do wyznaczenia tej wielkoosci w przestrzeni
polozeniowe;j.

B.3 Tensor Oseena (G;; w przestrzeni polozeniowej

Dotychczasowe rozwazania doprowadzily do wyznaczenia sktadowych multipolowych tensora
Oseena @dd w przestrzeni Fouriera. Aby wyznaczy¢ tensor ten w przestrzeni polozeniowej
nalezy policzy¢ odwrotng transformate Fouriera Gaa. Bazujac na wyrazeniu autor
niniejszej rozprawy wyznaczyt powyzsza macierz G4y dla niektérych sktadowych [, 1" korzys-
tajac z programu 'mathematica’. Wyznaczone elementy macierzowe dla przekrywajacych
sie konfiguracji sfer, czyli 0 < R < 2a, wyrazaja sie przez wielomiany w R. 7 kolei dla
nieprzekrywajacych si¢ konfiguracji, czyli dla R > 2a, elementy tej macierzy proporcjonalne
sg do rézmych poteg +.

Ponizej wypisane sg dla przykladu sktadowe multipolowe [ = 1" = 1, s = ' = 0 macierzy
Gaq (R) dla wektora R =Re, lezacego na osi z. W tym przypadku tensor ten jest diagonalny
w skladowej m:

1536a° — 432a* R — 10244 R? + 600a*R3 — 35R°

0<R<2a
6 ) — —
[Gaa (Re:)]110.110 = 307%@ g . )
> 2
6Rn’ ==
[Gad (Rez)]1—10,1—10 = [Gua (Rez)]no,uo )
768a® — 144a*R — 256a3R? + 120a*R® — 5R?
: — 530 — 0= fis e
(G (Rez)]loo,loo = 1a g - (B.21)
R > 2a

3Rn

Przeprowadzone przez autora rozprawy obliczenia dla nieprzekrywajacych sie konfiguracji

zgadzaja sie z wynikami artykutu [46]. Dla przekrywajacych sie konfiguracji (R < 2a) w

literaturze dostepne sa natomiast catki macierzy Gy (R) z funkcja Mayera dla sztywnych kul
[25]:

5ll’5mm’
dR R)Gu (R = —(2a) — Kl.oo' B.22
|:/ fM ( ) dd ( ) ( ) 1 (2a)2l+g+g 1M, ( )

Imao,l'm’o’
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gdzie

47 47
R1,00 = ?, R1,02 = K120 = ——135;
2 2
K111 = ?7 K200 = 7—57

przy czym tutaj rowniez wyniki sa zgodne.
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Dodatek C

Transformata Fouriera macierzy
hydrodynamicznych

C.1 Symetrie macierzy multipolowych

Symetrie odbicia i obrotéw, ktére od samego poczatku tkwia w réwnaniach Stokesa, maja do-
nioste konsekwencje dla postaci macierzy multipolowych wystepujacych w niniejszej rozprawie.
Konsekwencje te opisane zostana dla tensora Oseena G (R), w ktérym to przypadku znanym
faktem jest, ze symetria odbicia implikuje réwnanie

G(-R)=G(R), (C.1)
natomiast symetria obrotéw réwnanie
G(OR)=O0OG (R)O (C.2)

Macierz O oznacza tutaj dowolny obrét w trojwymiarowej przestrzeni.

Sformulowanie powyzszych wlasnosci symetrii w zespolonej bazie multipolowej, do ktérej
przechodzi sie z wykorzystaniem wzoru , wymaga znajomos$ci symetrii funkcji w; (r)
wystepujacych w tym wzorze. Symetrie odbicia mozna w tym przypadku wyrazi¢ wzorem

Wi (1) = (=1 i (1), (C.3)

Ilmo
co wynika ze zwiazku w, (r) z wektorowymi harmonikami sferycznymi oraz parzystoSci
tychze wektorowych harmonik sferycznych opisanej na stronie 83 referencji [37]. Symetrie

obrotu za$ wyrazi¢ mozna réwnaniem [61]:

l
wi, (07'r) = Y DY) (0)07'wi,, (r), (C.4)
m/=—1
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gdzie macierz D,(fl),m (o, B,7) wraz z katami Eulera «, 3,7 zdefiniowane sa w referencji [37]

(strona 7 oraz wzér (4.1.12)). Symbol O, jak wyzej, oznacza tréjwymiarows macierz obrotu,
natomiast O = [«, 3, 7] katy Eulera odpowiadajace temu obrotowi.

W §wielte powyzszych wzoréw, definicji oraz unitarno$ci reprezentacji Dﬁ,?,ml (0),
proste przeksztalcenia algebraiczne wymagane sg do wyznaczenia nastepujacych wlasnosci
symetrii tensora Oseena w bazie multipolowe;j:

[Gdd (_R>]lma,l’m/a’ = (_1)Z+U+ll+gl [Gdd (R)]lma,l’m’o" ’ (05)
Gt (OR) i = 3 D0, (0) D) (O] (Gt R g (C6)

Oba wyrazenia odzwierciedlaja w pelni odbiciowa i obrotowa symetrie. Jednakze warto

réwniez zauwazy¢ nastepujace fakty wynikajace z postaci funkcji w;' (r) oraz ich wlasnosci

transformacyjnych dla tej macierzy rozwazanej w przypadku R = Re,:

e Macierz [Gaq (Re.)] , jest diagonalna w indeksach m, m':

Imo,l'!m'o

[Gad (Re.)] = O [Gaa (Re.)) (C.7)

Imao,l'm'o’ Imo,l'!m/c’ *
Fakt powyzszy wynika z zastosowania réwnania ((C.6) dla przypadku obrotu obrotu O
0

m,m/’

o kat ¢ wokot osi z. Wéwezas macierz D

referencji [37], wyraza sie¢ wzorem Dﬁ:m, (0,0,0) = dpmm exp (imo) , a z racji dowolnosé

kata ¢ jedynie diagonalne wyrazy macierzy [Ggq (Re.)] , Moga mieC niezerowy
wartosc.

(0,0, ¢), zgodnie z réwnaniem (4.1.12) w
Imo,l'!m’o

e Macierz [Gaq(—Re.)l,, e ZWiazana jest z macierza [Gaq (Re.)];, . o Di€ tylko
poprzez zwiazek (C.5) wynikajacy z symetrii odbicia, ale réwniez poprzez ponizszy
zwiazek

[Gad (—Re.)] = (=1)""" [Gua (Re.)] (C.8)

wynikajacy z symetrii obrotéw. Zwiazek ten uzyskuje sie bowiem przy zastosowaniu
réwnania (C.6) dla R = Re, i obrotu O o kat m wokét osi y majac jednocze$nie na
uwadze wzory (4.1.12) oraz (4.2.1) z referencji [37].

Imo,l'mao’ l—mo,l'—mo’

e Macierz [Gy4q (Re,)]

wlasnosci funkji w;’ (r),

., jest macierzg rzeczywisty. Fakt ten wynika z nastepujacej

Imao,l'm

WlJ;:a (I') = (_1>m+a WlJr—mO' (I‘) ? (Cg)
gdyz w zastosowaniu do definicji [Gaa (R)] ;g imior daje
[Gdd (R)];mo',l’m’a’ = (_1)m+‘7+m 7 [Gdd (R)]lfmg,l’fm/a’7 (C]‘O)
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co przy dalszym ograniczeniu sie do R = Re, oraz wykorzystaniu kolejno wtasnosci

obrotu (C.8)) i odbicia (C.5) prowadzi do rezultatu
[Gaa (Re.)], = [Gaa (Re.)]

Imao,l'm’c’

(C.11)

Imo,l!m’c’ *

Nalezy dodag, ze rownanie 1} jest konsekwencja zwiazku w;" _(r) z wektorowymi har-
monikami sferycznymi (B.14)), ktére z kolei przy wzigciu sprzezenia zespolonego zmieni-
ajg liczbe azymutalng zgodnie z ponizszym wzorem:

Y5, () = (=)™ Y (8). (C.12)

Ten z kolei wzér mozna wyprowadzi¢ przy uzyciu réwnan (5.9.10), (5.9.6), (2.5.6),
(3.5.17) [37] oraz faktu, ze wspélczynniki Clebscha-Gordana sa rzeczywiste, a moga
by¢ niezerowe tylko dla odpowiednich liczb azymutalnych, jak wynika to z wyrazenia
(3.6.10) [37].

Poza wymienionymi wyzej wlasnoSciami, przydatna réwniez jest symetria Lorentza omaw-
ianej macierzy G4, ktéra wyraza sie nastepujacym wzorem

(Gaa (R)]" = Gaa (-R). (C.13)

Symetria Lorentza wyplywa z faktu, ze w definicji (2.51)), po obu stronach tensora Oseena

wystepuja te same funkcje multipolowe w; (r), a sam tensor spehia relacje

G(R)=[GR)]". (C.14)

C.2 Transformata Fouriera

Transformata Fouriera macierzy multipolowej zdefiniowana bedzie wedlug wzoru

[Gaa (1) _ / PR exp (~ikR) [Gag (R)] v - (C.15)

Imo,l'!m'o’

Opisane wyzej symetrie odbicia i obrotéw macierzy [Ggq (R)];,,,, ymror Maja zastosowanie
réwniez i w przypadku transformaty Fouriera - bez zmian pozostaja wlasnoSci symetrii odbicia

oraz obrotéw:

[Gdd (—k)} oottt (_1)l+a+l’+a’ [édd (k)]lmcr,l’m’a’ : (C.16)
|:édd (Ok)]lma,l/mlal - Z/ valw),ml (0) [Dfrlll/),m; (O)} ’ [édd (k):|lm10',l/m'la/ ) (C.17)
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natomiast symetria Lorentza przyjmuje forme

[édd (k)}T = G (k), (C.18)

gdzie symbol | oznacza sprzezenie hermitowskie. Trzy powyzsze wzory sa prostym wnioskiem
z réwnan , oraz w zastosowaniu do definicji transformaty wprowadzonej
wyzej.

Obliczanie transformaty Fouriera upraszcza si¢ w znacznym stopniu po uwzglednieniu
symetrii obrotowej macierzy multipolowych. Aby unaoczni¢ ten fakt, nalezy wykorzystaé
wiasno§¢ (C.6) w réwnaniu (C.15). W konsekwencji, po odpowiednich przeksztalceniach
omoéwionych nizej, transformata Fouriera dla wektora falowego k lezacego na osi z wyraza
sie nastepujacym wzorem:

Gy (ke.
[ dd( ¢ ):|lmo',l’m’o"
(S o A
o . m’'—m} A\l 1 1
| ARR i () (Gaa (R (C.19)
0

Uproszczenie transformaty Fouriera uwidacznia sie tutaj poprzez fakt, ze tréjwymiarowa
catka w transformacie Fouriera zredukowana zostala do jednowymiarowej transformaty Han-
kela [21], w ktorej wystepuje sferyczna funkcja Bessela j;, (kR) .

Wyprowadzenie powyzszego réwnania nalezy zacza¢ od rozpisania transformaty Fouriera
, ktoéra dla wektora k na osi z w sferycznym uktadzie wspétrzednych wyraza sie wzorem

[G’dd (k;ez)]

Imo,l'm’o’
o] g 2m
= / dR/ d9/ dpR? sin 0 exp (—ik R cos 0) [Gag (R (R, 0, 0))] 1o yrmrer - (C-20)
0 0 0

Wektor R (R, 0, ¢) zalezny od zmiennych catkowania nalezy w dalszej kolejnoéci wyrazié
jako iloczyn wektora Re, i odpowiedniej macierzy obrotu O («, f3,7) scharakteryzowanej
wprowadzonymi wyzej katami FEulera. Wartosci tych katéw mozna wydedukowac¢ na pod-
stawie wzoru (4.1.1) w referencji [37] wraz z opisem - sa to odpowiednio katy o = 0, 5 = 0,
v = ¢. Mamy zatem réwno$¢ R (R, 0,¢) = O (0,6, ¢) Re,, a wykorzystanie wlasnoSci symetrii
(C.6) pozwala na nastepujace zapisanie wystepujacej w ostatnim réwnaniu macierzy multi-
polowej:

(Gata R AR 0, O] i = D Dy (0,0,0) [ DY), (0,0,0) | [Gata (Re=) ]y s

!
my,mj

(C.21)
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W dalszej kolejnoéci czynnik fourierowski exp (—ik R cos 0) nalezy zapisa¢ w postaci nieskonic-

zonej sumy
o

exp (—ikRcosf) = > (—i)" (2l + 1) jiy, (kR) D (0,6, 9) . (C.22)

11=0

ktéra to postaé uzyskuje sie ze wzoréw (2.5.6), (5.8.1) oraz (4.1.25) z referencji [37].
Uwzglednienie dwéch ostatnich wyrazen we wzorze ((C.20) daje

[édd (keZ)i| Imao,l'm’c’
= | aRE YT (" 2+ 1) ) G (R ¥
11=0
> / de/ dpsin 0D (0,0,6) DY, (0,0,8) | DS (0,6,0) " (C.23)

mi m1

W ostatnim kroku nalezy wykona¢ catkowanie po zmiennych katowych, ktére uzyskuje sie
przy wykorzystaniu wzoréw (4.6.2), (4.1.12) oraz (4.2.7) [37] otrzymujac w wyniku

21
[ o [ aosinoniy) (0.6,6) D, (0.0.6) DY), 06.0)

— ! ll l I ll
(LY ), c2

gdzie pojawiaja sie wspolczynniki 3j. Z uwagi na wlasnos¢ tych wspétczynnikéw, ze liczby azy-
mutalne muszg sumowac sie do zera, inaczej wspétczynnik 35 redukuje sie - delta Kroneckera
wystepujaca w powyzszym wzorze jest zbedna. Uwzglednienie powyzszej catki prowadzi os-
tatecznie do szukanego wyrazenia (C.19).

Wyrazenie na transformate odwrotne wyprowadza sie w analogiczny sposob. Jedyne
réznice to zamiana czynnika urojonego i na —i oraz czynnik a )3 wystepujacy we wzorze

na transformate odwrotna [Gdd (R>]zmg B (%)3 | &’k [Gdd (k)LTm7 XD (ikR):
[Gdd (Rez)]lma U'm’c’
[T+ l
1y gy LT Lo
i 2 2 s e () ) (6 )
l1 ‘l l’|m1_flm1_7
/ dkk?j, (RE) [édd (kez)] . (C.25)
0 Imyio,l'm/o’
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Dodatek D

Rozwigzanie ré6wnan - przyblizenie
jednopierscieniowe

W niniejszym dodatku zawarte sa szczegétowe informacje o sposobie rozwigzywania réwnan
wystepujacych w ramach przyblizenia jednopier§cieniowego. Sg to réwnania wymienione w
schemacie wraz z relacja przyblizong (8.40). Przypomnijmy, ze w rozdziale [J] zostaty
poruszone trzy aspekty numerycznego rozwigzywania tych réwnan, mianowicie: obciecie
macierzy hydrodynamicznych, dyskretyzacja funkcji oraz iteracyjna metoda rozwiazywania
przytoczonego ukladu. Ponizej aspekty te zostaly oméwione kolejno w sposéb szczegotowy.

D.1 Obciecie macierzy hydrodynamicznych

Jak zaznaczono w rozdziale Q) w programie numerycznym koniecznym jest wprowadzenie obcie-
cia multipolowego LL macierzy hydrodynamicznych, gdyz macierze te sa nieskoniczeniewymi-
arowe.

Kroétkoczasowe charakterystyki zawiesin wyznaczono z wykorzystaniem procedury ekstra-
polacji parametru LL do warto$ci LL = oo. Procedura ta objasniona zostanie na przyktadzie
wspolezynnika samodyfuzji dla ulamka objeto$ciowego zawiesiny ¢ = 40%. Obliczenia prze-
prowadzono dla parametréw obciecia LL = 4, ..., 12. Na rysunku [D.I] wykre$lono wspétczyn-
nik samodyfuzji D? / Dy w zaleznoéci od nastepujacej funkcji parametru obciecia: (log LL/LL)>.
Mozna zaobserwowaé, ze dla coraz wiekszych LL (coraz mniejszych (log LL/LL)%) punkty za-
czynaja uktadac sie na prostej. Wspdlczynnik samodyfuzji dla LL = oo wyznaczony zostal
jako miejsce przeciecia prostej przechodzacej przez punkty odpowiadajace wspétczynnikom
samodyfuzji dla LL = 11 oraz LL = 12 z osig pionowa.

Podobne zachowanie mozna stwierdzi¢ dla kazdej dtugosci wektora falowego g w przypadku
czynnika hydrodynamicznego oraz dla wspoétczynnika lepkoSci efektywnej (rysunek, totez
i tutaj procedure ekstrapolacji zastosowano.
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Rysunek D.1: Przyblizenie jednopier§cieniowe: wspdélezynnik samodyfuzji DS/ Dy w funkcji
obciecia multipolowego (log LL/LL)*. Ulamek objetosciowy zawiesiny ¢ = 40%.
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Rysunek D.2: Przyblizenie jednopierScieniowe: wspétczynnik lepkosci efektywnej n,q¢/n w
funkcji obciecia multipolowego (log LL/ LL)3. Utamek objetoSciowy zawiesiny ¢ = 40%.
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D.2 Dyskretyzacja

W $wietle rozdziatu w obliczeniach numerycznych wystapia funkcje jednej zmienne;j.

W programie komputerowym stworzonym przez autora niniejszej rozprawy w celu rozwigza-
nia réwnan, przywolane wyzej funkcje zdyskretyzowano (wprowadzono sigtke punktéw) oraz
zastosowano parametr obciecia R, - prowadzac obliczenia dla coraz gestszej siatki punktéw
wraz ze zwigkszaniem parametru obciecia R,,,.. Punkty siatki ¢, dlat =0,..., NN okreslone
byly réwnaniem

50 = 07 (Dl)
& = Lexpla(i—1)]), dlai=1,...,NN, (D.2)

w ktérym stala o wyznaczono z warunku, aby pierwszy i ostatni przedzial siatki byly réwne:
& =&vn — Enno1- Wartodei & oraz NN determinuja zatem punkty siatki. W obliczeniach
numerycznych wykorzystywano siatki punktéw scharakteryzowane warto$ciami &; oraz NN
umieszczonymi w ponizszej tabeli. Tabela ta zawiera réwniez parametr obciecia Ryax = Enn
okreslony przez ostatni punkt siatki.

16, [/ )] [ NN | Ruex — &y 24
2 512 54.901
3 1024 64.937
4 2048 87.597
5 4096 127.050

Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze siatki wystepujace w powyzszej tabeli wypisano w kole-
jnosci od siatki najrzadszej i obejmujacej najmniejszy obszar do siatki najgestszej obejmujacej
obszar najwiekszy.

Zaleznosc charakterystyk zawiesin od wyboru siatki zostanie zaprezentowana najpierw
na przykladzie czynnika hydrodynamicznego dla utamka objetoSciowego 40% oraz parametru
obciecia LL = 12. Wykres na rysunku zawiera czynnik hydrodynamiczny wyznaczony dla
siatek wypisanych w tabeli powyzej, Wykres ten w pierwszej kolejnosci wskazuje, ze wyniki
numeryczne stabilizujg si¢ wraz ze zwickszaniem gestosci siatki.

Analogiczny wykres dla wspolczynnika lepkodci efektywnej - rysunek [D.4]- réwniez wskazuje,
ze rezultaty obliczen numerycznych stabilizuja sie.

Za wystarczajaca uznano siatke scharakteryzowana parametrem 2a&; = 1/4 (por. tabela
na stronie . W celu oszacowania btedu wyplywajacego z powyzszego wyboru przyjmijmy
zalozenie, ze blad w wyznaczaniu danej wielkoSci, spowodowany wyborem tej siatki, jest
rzedu réznicy warto$ci wynikajacych z wyboru siatki o 2a§; = 1/4 oraz o 2a§, = 1/5. W
Swietle tego zalozenia, dla utamka objetosciowego ¢ = 40%, blad wzgledny w wyznaczaniu
wspotezynnika lepkoéci efektywnej jest rzedu 1%, natomiast dla wspdélezynnika sedymentacji
wynosi on okolo 3%. Warto$ci tych bledéw wynikajg z danych na wykresach z rysunkéw
oraz Analogiczne dane dla utamka objetoSciowego zawiesiny ¢ = 35% - rysunek -
sugeruja znacznie mniejszy blad wzgledny.
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Rysunek D.3: Przyblizenie jednopierscieniowe: czynnik hydrodynamiczny w funkcji wektora

falowego dla réznych siatek przyjetych w obliczeniach numerycznych. Ulamek objetosciowy
zawiesiny ¢ = 40%, parametr obciecia LL = 12.
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Rysunek D.4: Przyblizenie jednopierécieniowe: wspétezynnik lepkosci efektywnej n.;./n
w funkcji parametru obciecia (2a/Rmax)” charakteryzujacym siatki punktéw przyjetych w
obliczeniach numerycznych (tabela). Ulamek objetosciowy zawiesiny ¢ = 40%, parametr
obciecia LL = 12.
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Rysunek D.5: Przyblizenie jednopierscieniowe: czynnik hydrodynamiczny w funkcji wektora
falowego dla réznych siatek przyjetych w obliczeniach numerycznych. Ulamek objetosciowy
zawiesiny ¢ = 35%), parametr obciecia LL = 12.
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Reasumujac, na podstawie przywolanych tu wykreséw nalezy stwierdzi¢, ze wyniki nu-
meryczne stabilizuja sie wraz ze zmiang parametru obciecia siatki. Nadto wyznaczone charak-
terystyki zawiesiny obarczone sg z tego powodu bledem wzglednym rzedu 1 — 3% dla utamka
objetosciowego ¢ = 40%, a znacznie mniejszym bledem dla ¢ = 35% oraz nizszych utamkéw
objetosciowych.

D.3 [Iteracyjna metoda rozwigzywania ukladu

Rozwazany uktad réwnan rozwigzywano metodg iteracyjng zadajac najpierw pewne poczatkowe
wartosci wszystkich niewiadomych elementéw macierzy wystepujacych w tych réwnaniach, a
nastepnie wyznaczajac je kolejno z przytoczonego ukladu rownan. Miarg zbieznosci tej proce-
dury byla zmiana czynnika hydrodynamicznego h; (¢) po kolejnych iteracjach. Stwierdzono,
ze po kilku iteracjach réznica miedzy kolejnymi wartoSciami czynnika hydrodynamicznego
hit1(q) — h; (q) zachowuje sie jak wyrazy w ciagu geometrycznym, co mozna zapisaé nastepu-

Jaco

sup |hit1 (q) — hi (¢)] = sup [hi (q) — hi—1 (9)| A, po kilku iteracjach. (D.3)
q

q

Najwyzsza zaobserwowana warto$¢ czynnika |A| to okoto 0.7. Iteracje przerywano w momencie
spetnienia warunku sup, |h; (¢) — hi—1 (¢)] < 107
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Dodatek E

Teoria 0y Beenakkera-Mazura

E.1 Sformulowanie teorii v

Sformutowanie teorii 0 czeSciowo zostalo przedstawione w rozdziale [10.3] a dodatek ten
stanowi jego kontynuacje.

Warto najpierw zwréci¢ uwage na odpowiednio$¢ miedzy otrzymanymi tam wyrazeniami,
a réwnaniami z oryginalnych prac Bennakera i Mazura. Po pierwsze réwnania i
odpowiadaja réwnaniom (3.2) oraz (3.3) z referencji [I7], chociaz z pewng istotna réznica.
Réznica ta polega na tym, ze réwnania wystepujace w wymienionej referencji zawieraja tylko
samokorelacje diagonalne, co opisane jest szerzej na stronie 355 przywolanego artykulu. W
réwnaniach i wystepuja zaréwno samokorelacje diagonalne i niediagonalne -
jest to pierwszy z dwéch punktéw, gdzie autor niniejszej rozprawy dokonuje wyjscie poza
obliczenia Beenakkera i Mazura.

Po drugie, wyrazenie odpowiada formule (B.10) z referencji [14].

E.2 Wspdlczynniki transportu i czynnik hydrodynamiczny
- drugi rzad

E.2.1 Lepkosc efektywna

W tym paragrafie przedstawione zostanie rozwiniecie we fluktuacjach réwnania do
drugiego rzedu, na ktérym opieral sie Bennakker przy wyznaczaniu lepkosci efektywnej za-
wiesiny.

Najnizsze wyrazy w rozwinieciu we fluktuacjach wzoru maja postac

_ 0 1) @)

przy czym
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0
G((zf)f = GiMp), (E.2)
co odpowiada wyrazeniu (6.13) z artykutu [14], pierwszy rzad rozwiniecia nie daje wkladu, bo

Gg})f = 0, a nastepny wyraz ma postac

Gy = G <(MR — (M) G gy (M — <MR>)> G Mp)- (E.3)

Ten z kolei wzér odpowiada wyrazeniu (6.14) z referencji [14].

E.2.2 Wspélczynnik samodyfuzji

Naturalnym sposobem wyznaczenia wspoétczynnika samodyfuzji jest obliczenie granicy lim,_, <’j'> (q),
ale Beenakker i Mazur postapili w inny sposéb. Wspdétczynnik samodyfuzji wyznaczyli z oper-

. -1
atora <G (1 - M G) ./\/l> , dla réwnych sobie zmiennych calkowych (poréwnaj wzér (3.16)
[16]). Zastosowanie wzoru ((10.12) prowadzi do nastepujacego wyrazenia na ten operator

<G (1 - Mé) - M> - <G<MR> [1 — (Mg — (Mpg)) G<MR>] - MR> . (E4)

Wspétezynnik samodyfuzji mozna wyrazi¢ przez macierz d wyrazajaca sie przez powyzszy
operator dla réwnych zmiennych catkowania:

d = nM+nM [G<MR> < [1 — (Mg — (MRg)) G<MR>] 1> <MR>} (r,1) (E.5)

et [Guan { [1 = Ma— (M) G] Ma— (M) ), ()

czego odpowiednikiem w przypadku omawianej teorii Beenakkera-Mazura jest wzoér (3.11) w
pracy [17].

Po rozpisaniu szeregu geometrycznego w powyzszym wyrazeniu otrzymujemy rozwiniecia
we fluktuacjach. Mamy zatem

gdzie
d(o) = nM + M [G<MR> <MR>} (rar)a (ES)
aM =0 (E.9)
d® = d? + 4, (E.10)
przy czym
45 = M [Graay (Ma = (M) Ciaay (Ma— (Ma))] (). (ED)

& = M| Giutgy (M = (M) Goat) M = (M) Ciagy (M) (r,0). (E12)
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E.2.3 Czynnik hydrodynamiczny

Czynnik hydrodynamiczny w wymienionej tu publikacji [I7] wyrazony jest jako suma dwéch
wkladéw

D
H(q) = Ds + wklad od <’Z;(f}> : (E.13)

Pierwszy z nich zwigzany jest ze wspoétczynnikiem samodyfuzji wyznaczonym zgodnie z proce-
durg przedstawiong w poprzednim paragrafie, drugi za$ zawiera wklady typu 'off” wyznaczone
w drugim rzedzie rozwiniecia we fluktuacjach operatora (7°) :

(T5)) = (M = (M) Gty M = (M) + - (E.14)

gdzie symbol ... oznacza wyrazy, ktére ze wzgledu na swdj nieSciSliwy charakter nie daja
wkiadu do czynnika hydrodynamicznego.

Reasumujac uwzglednienie wyrazéw do drugiego rzedu w rozwinieciu we fluktuacjach:
propagator efektywny G.;¢ przyjmie postac

0 2
Gepy = Gy + G2, (E.15)
macierz d, przez ktéra wyraza sie wspolczynnik samodyfuzji D, dana bedzie wyrazeniem
d = d® +q® (E.16)
a czynnik hydrodynamiczny:

H (g) = [whiad od d®) +d®] + [widad od (7,3))]. (E.17)

Wielkoéci wystepujace w powyzszych réwnaniach dane sa odpowiednio wzorami (E.2] ,

7'

E.3 Przyblizenia w obliczeniach Beenakkera i Mazura

W oryginalnych pracach Beenakkera i Mazura dokonuje si¢ trzech przyblizen.

Pierwsze przyblizenie dotyczy obciecia rozwiniecia we fluktuacjach na drugim rzedzie,
omowione wyzej.

Drugie przyblizenie dotyczy macierzy G? M)+ W oryginalnej teorii Beenakkera-Mazura
macierz ta zawiera jedynie wyrazy diagonalne, co symboliczne zapisane bedzie nastepujaco:

1. G (r rg)‘ , dlar; =ry
G Mazur-Beenakker N — (MR) ) diagonal . E.18
M) (x, 7' 0 dla r; # ry ( )

Diagonalno$¢ ta musi by¢ rozumiana w kontekscie tensoréw wprowadzonych w pracach wymienionych
wyzej autoréw (strona 355 referencji [17]).
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Trzecie przyblizenie dotyczy obciecia macierzy hydrodynamicznych w niektérych wyraze-
niach we wzorach oraz réwniez w réwnaniach i (10.10).

Niniejsza praca wychodzi poza dwa ostatnie przyblizenia - zatem jedynym przyblizeniem
jest obciecie rozwinigcia we fluktuacjach na drugim rzedzie.

E.4 Opis rozwigzania réwnan w teorii Jv

E.4.1 Struktura ukladu réwnan

7 matematycznego punktu widzenia wszystkie réwnania w teorii 6y wystepujace w niniejszym
dodatku zawieraja operacje algebraiczne na macierzach hydrodynamicznych i funkcjach oraz
sploty tych macierzy. Sploty w przestrzeni Fouriera wyrazi¢ mozna za pomoca zwyklego
zlozenia macierzy. 7 tego powodu kluczowym punktem programu rozwigzujacego ten uktad
jest mozliwos¢ obliczania transformaty Fouriera macierzy hydrodynamicznych, gdyz wéwczas
obliczenia sprowadzg sie jedynie do operacji algebraicznych. Szczegély dotyczace obliczania
transformaty Fouriera macierzy hydrodynamicznych opisane sa w dodatku ((C).

E.4.2 Obciecie macierzy hydrodynamicznych

Roéwnania wystepujace w teorii 0y opieraja sie na macierzach hydrodynamicznych M oraz G
opisanych w rozdziale [Bl Macierze te numerowane sa indeksami l = 1,2,...,00; m = —I,...,1
oraz 0 = 0, 1, 2 - sa to zatem macierze nieskonczone i w obliczeniach numerycznych konieczne
jest ich obciecie. Obcigcie to polega na pominigciu elementéw macierzy o [ > LL, gdzie LL
nazywane bedzie parametrem obciecia multipolowego. Obliczenia zostaly przeprowadzone dla
réznych parametréw obciecia LL; nadto przeprowadzona zostata procedura ekstrapolacji do
LL = o0, co szczegbdlowo zostanie opisane dalej.

Procedura ekstrapolacji objasniona zostanie na przykladzie wspoélczynnika samodyfuzji
dla utamka objetosciowego zawiesiny ¢ = 45%. Obliczenia przeprowadzono dla parametréw
obciecia LL = 4,...,12. Na rysunku wykres§lono wspolczynnik samodyfuzji D?/Dy w
zalezno$ci od nastepujacej funkcji parametru obciecia (log LL)2 /LL?. Mozna zaobserwowag,
ze dla coraz wigkszych LL (coraz mniejszych (log LL)? /LL?) punkty zaczynaja uktadaé sig
na prostej. Wspoélczynnik samodyfuzji dla LL = oo wyznaczony zostal jako miejsce przeciecia
prostej przechodzacej przez punkty odpowiadajace wspoétczynnikom samodyfuzji dla LL = 11
oraz LL = 12 z osia pionowa.

Podobne zachowanie mozna stwierdzi¢ dla kazdej dtugosci wektora falowego ¢ w przypadku
czynnika hydrodynamicznego oraz dla wspélezynnika lepkosci efektywnej (rysunek , totez
i tutaj procedure ekstrapolacji zastosowano.
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Rysunek E.1: Teoria d7: wspolezynnik samodyfuzji D2/ Dy w funkcji obciecia multipolowego
(log LL)* /LL?. Utamek objetoéciowy zawiesiny ¢ = 45%.
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Rysunek E.2: Teoria dv: wspétczynnik lepkosci efektywnej n,;¢/n w funkcji obcigcia multi-
polowego (log LL)? /LL?. Ulamek objetoéciowy zawiesiny ¢ = 45%.
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E.4.3 Dyskretyzacja

Macierz G (R) - podstawowa macierz wystepujaca w rozwazanych w rozprawie réwnaniach -
jest funkcjg potozenia R mogacego wskazywaé dowolny punkt przestrzeni. Z symetrii obro-
towej wynika, ze znajomos¢ tej macierzy dla potozenia na przyklad na osi z, to jest G (Re,)
dla R > 0, pozwala na jej wyznaczenie w dowolnym punkcie (patrz dodatek . Analogiczna
sytuacja ma miejsce w przestrzeni Fouriera (réwniez dodatek. Nadto, dzieki przywolanej tu
wlasnosci symetrii obrotowej, tréjwymiarowa transformata Fouriera macierzy hydrodynamicz-
nych moze zosta¢ zredukowana do jednowymiarowej transformaty Hankela [21] upraszczajac
znacznie obliczenia numeryczne. Dzialania wymagane do rozwigzania relewantnych réwnan,
w Swietle powyzszego, redukuja sie do dziatan na jednowymiarowych funkcjach zaleznych od
jednej zmienne;j.

W programie komputerowym stworzonym przez autora niniejszej rozprawy w celu rozwiaza-
nia réwnan, przywolane wyzej funkcje zdyskretyzowano (wprowadzono siatke punktéw) oraz
zastosowano parametr obciecia R,,,, - prowadzac obliczenia dla coraz gestszej siatki punk-
tow wraz ze zwiekszaniem parametru obciecia R,,.,. Wprowadzone siatki sg takie jak w
przypadku rozwinigcia pierScieniowego, co opisane zostalo w dodatku

ZaleznoS¢ charakterystyk zawiesin od wyboru siatki zostanie zaprezentowana najpierw
na przyktadzie czynnika hydrodynamicznego dla utamka objetoSciowego 45% oraz parametru
obciecia LL = 12. Wykres na rysunku zawiera czynnik hydrodynamiczny wyznaczony
dla siatek wypisanych w tabeli powyzej.

Wykres ten w pierwszej kolejnosci wskazuje, ze wyniki numeryczne stabilizujg sie wraz
ze zwiekszaniem gestoSci siatki. Nadto czynnik hydrodynamiczny wyznaczony w przypadku
dwoéch ostatnich siatek zmienia sie w sposéb znikomy. Warto w tym miejscu dopowiedzie¢, ze
charakter macierzy i obliczen wystepujacych w réwnaniach w teorii 6y pozwala przypuszczac,
ze wyniki bedg sie szybko stabilizowaly wraz ze zwigkszaniem parametru obcigcia.

Analogiczny wykres dla wspélezynnika lepkosci efektywnej - rysunek [E.4]- réwniez wskazuje,
ze rezultaty obliczen numerycznych stabilizujg sie. Réznica w lepkosci efektywnej miedzy
rezultatami obliczen dla dwéch najgestszych siatek (scharakteryzowanych parametrami 2a§, =
i oraz 2a§, = %) wynosi okoto 0.017n, totez mozna si¢ spodziewac, ze poprzestanie na siatce o
&= i powoduje blad wzgledny w wyznaczeniu lepkosci rzedu 0.2% dla utamka objetoS$ciowego
¢ = 45%.

Ta wlaénie siatka zostala wykorzystana do wyznaczenia wykresu na rysunku [E.1]i réwniez
do wyznaczenia charakterystyk zawiesin dla pozostalych utamkéw objetoSciowych.

Warto dodag, ze zaréwno w przypadku czynnika hydrodynamicznego jak i lepkosci efekty-
wnej obserwuje si¢ mniejsza zaleznos¢ od siatki wraz z malejacymi utamkami objetoSciowymi
zawiesiny.
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cia (2a/Rmax)’ charakteryzujacym siatki punktéw przyjetych w obliczeniach numerycznych
(tabela). Ulamek objetoSciowy zawiesiny ¢ = 45%, parametr obciecia LL = 12.
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E.4.4 Iteracyjna metoda rozwigzywania ukladu

Uklad réwnan wystepujacy w teorii 6, dany wyrazeniami (10.9710.11)) rozwiazywano metoda
iteracyjna. Oznacza to, ze zadano najpierw pewne poczatkowe wartosci wszystkich niewiadomych
elementéw macierzy wystepujacych w réwnaniach (Mg, Gy, Gf MR>), a nastepnie wyz-
naczano je kolejno - z przytoczonego ukladu réwnan. Miarg zbieznoSci tej procedury byta
zmiana transformaty Fouriera macierzy Mpz po kolejnych iteracjach. Stwierdzono, ze po
kilku iteracjach réznica miedzy kolejnymi warto$ciami elementéw tej macierzy (norma supre-
mum; oznaczana ||. . zachowuje sie jak wyrazy w ciagu geometrycznym, co mozna zapisac
nastepujaco

gdzie M R, oznacza transformate Fouriera macierzy Mp wyznaczona po i-tej iteracji. Na-
jwyzsza zaobserwowana warto$¢ czynnika A & 0.5, co gwarantuje szybka zbiezno$¢ metody it-

Nlsup)

Mpive — Mgt Mpiv1 — Mg,

~
~

A, po kilku iteracjach, (E.19)

sup sup

eracyjnej. Iteracje przerywano w momencie spetienia warunku M Ri — M Rii—1 H < 1075,
sup

Warunek ten w zalezno$ci od przypadku osiggany byl po kilku, maksymalnie po kilkunastu
iteracjach.

E.5 Wiyniki przyblizenia rozwiniecia w zrenormalizowanych
fluktuacjach do drugiego rzedu

Wyniki uzyskane w ramach omawianego przyblizenia znajduja sie w rozdziale Opis
tam wystepujacy uzupekliony bedzie ponizej krétkim omoéwieniem znaczenia obcigcia mul-
tipolowego macierzy hydrodynamicznych.

Przypomnijmy, ze w tabeli na stronie[102)znajduja sie rezultaty oryginalnych prac Beenakkera
i Mazura oraz rezultaty obliczen autora niniejszej rozprawy. Rozbiezno$ci miedzy przy-
wolanymi podejSciami wskazuja, jak wazng role w fizyce zawiesin odgrywaja w obliczeniach
wyzsze multipole. Rola ta staje sie jeszcze bardziej wyrazna, jesli wezmiemy pod uwage fakt,
ze w obliczeniach Beenakkera i Mazura autorzy cze$ciowo wzieli pod uwage wszystkie mul-
tipole macierzy hydrodynamicznych, a czeSciowo stosowali obciecie multipolowe, miejscami
nawet do LL = 2 (przyblizenie dipolowe).

Aby w pelni unaoczni¢ role wyzszych multipoli w obliczeniach dotyczacych zawiesin, warto
przytoczyt wykres wspétczynnika samodyfuzji dla réznych parametréw obciecia LL umiesz-
czony na rysunku [E.5| Nalezy zwréci¢ tutaj uwage, ze wyniki wspélezynnika samodyfuzji dla
LL =5 w duzym stopniu pokrywaja si¢ z obliczeniami Beenakkera i Mazura (tabela powyzej)
- oryginalne prace tych autorow zawieraja obcigcie macierzy hydrodynamicznych podobnego

typu.
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Rysunek E.5: Teoria év: zalezno$¢ odwrotnodci wspélezynnika samodyfuzji, Dy/D?, od
utamka objetosciowego dla réznych wartoSci obciecia multipolowego. Liczby umieszczone
przy krzywych oznaczja odpowiadajace tym krzywym wartoSci wspétczynnika samodyfuzji
D2/ Dy dla utamka objetosciowego ¢ = 45%.
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Dodatek F

Rozwiazanie rownan - uogdlnione
przyblizenie Clausiusa-Mossottiego

Rezultaty wyznaczone w ramach uogélnionego przyblizenia Clausiusa-Mossottiego przedsta-
wione na rysunkach oraz zostaly uzyskane podobnie, jak w przypadku przyblizenia
jednopier§cieniowego: réwnania w schemacie danym formutg uzupeione o relacje
domykajaca rozwigzano z wykorzystaniem programu komputerowego stworzonego
przez autora niniejszej rozprawy. Obliczenia prowadzono dla réznych siatek (tabela na stronie
oraz parametru obciecia LL w zakresie takim, jak w przypadku przyblizenia jednopiers-
cieniowego. W dalszej kolejnoSci zastosowano procedure ekstrapolacji czynnika hydrodyna-
micznego oraz lepkosci efektywnej ze wzgledu na parametr LL (z ta réznica, ze do ekstrapo-
lacji wykorzystano funkcje 1/ (LL (log LL)?’), gdyz wéwcezas wartoSci wspétezynnika samody-
fuzji oraz lepkoSci efektywnej zaczynaja ukltada¢ sie na prostej. Przyklady tej procedury dla
wspoélczynnia samodyfuzji oraz lepkoSci efektywnej zaprezentowane sg na rysunkach i[F.2
Zalezno$¢ za$ wynikow od przyjetej siatki jest mniejsza niz w teorii 6y (rys oraz|F.4)), totez
siatke scharakteryzowana parametrem 2a{, = 1/4 uznano za wystarczajaca i na podstawie
obliczen dla tejze siatki przeprowadzono procedure ekstrapolacji parametru LL wyznaczajac
czynnik hydrodynamiczny oraz lepko$¢ efektywna.

Nalezy doda¢, ze rozwazany uktad réwnan rozwigzywano metodsg iteracyjna. Oznacza to,
ze zadano najpierw pewne poczatkowe wartosci wszystkich niewiadomych elementéw macierzy
wystepujacych w réwnaniach (sa to macierze Gerp, B, X pom, A, Théas T), a nastepnie
wyznaczano je kolejno - z przytoczonego ukladu réwnan. Miarg zbieznoSci tej procedury
byla zmiana czynnika hydrodynamicznego po kolejnych iteracjach. Stwierdzono, ze po kilku
iteracjach réznica miedzy kolejnymi warto$ciami czynnika hydrodynamicznego zachowuje sie
jak wyrazy w ciaggu geometrycznym, co mozna zapisa¢ nastepujaco

sup |hiv1 (q) — hi (q)] = sup |hi (¢) — hi—1 (q)| A, po kilku iteracjach, (F.1)
q

q

gdzie h; (q) oznacza czynnik hydrodynamiczny wyznaczony po i-tej iteracji, natomiast symbol
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Rysunek F.1: Uogdlnione przyblizenie Clausiusa-Mossottiego: wspétczynnik samodyfuzji
D$ /Do w funkeji obciecia multipolowego 1/ (LL (log LL)3). Utamek objeto$ciowy zawiesiny
¢ = 40%.

sup, f (¢) oznacza najwigksza wartos¢ funkcji f (¢) sposréd mozliwych wartosci g (w programie
rozwazano wartosci zdyskretyzowane). Najwyzsza zaobserwowana warto$¢ czynnika A to
okolo 0.7. Iteracje przerywano w momencie spetienia warunku sup, |h; (q) — hi—1 (q)| < 107
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Rysunek F.2: Uogdlnione przyblizenie Clausiusa-Mossottiego: wspdleczynnik lepkosci efekty-
wnej 1,¢r/1 W funkeji obcigcia multipolowego 1/ (LL (log LL)3). Utamek objeto$ciowy zawie-
siny ¢ = 40%.
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Rysunek F.3: Uogdlnione przyblizenie Clausiusa-Mossottiego: czynnik hydrodynamiczny w
funkcji wektora falowego dla réznych siatek przyjetych w obliczeniach numerycznych. Utamek
objetoéciowy zawiesiny ¢ = 40%, parametr obciecia LL = 12.
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Rysunek F.4: Uogdlnione przyblizenie Clausiusa-Mossottiego: wspétczynnik lepkosci efek-
tywnej n.;;/n W funkcji parametru obcigcia (2a/ Rumax)’ charakteryzujacym siatki punktéw
przyjetych w obliczeniach numerycznych (tabela). Ulamek objeto$ciowy zawiesiny ¢ = 40%,
parametr obciecia LL = 12.
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Dodatek G

Wybrane oznaczenia

Symbol
v (r)
[v (R0
vo (1)
[UO (R)] Imo

<
SRR
&_EQ

H'ﬁgj
<. SVE

ks
=
N~—

"
~

]lmo’

«
B9
)

)

Q
¥
— &

Zmnaczenie
pole predkosci zawiesiny
pole predkoSci zawiesiny w bazie multipolowe]
przeplyw zewnetrzny cieczy
przeplyw zewnetrzny cieczy w bazie multipolowe]
predkosc translacyjna i-tej czastki
pole predkosci dla i-tej czastki
pole predkosci i-tej czastki w bazie multipolowej
dwa najnizsze multipole U
Srednia predkoS¢ czastek
predkosc katowa i-tej czastki
rozklad sit zewnetrznych dzialajacych na pltyn (ze znakiem ’-)
catkowita zewnetrzna sila dzialajaca na i-ta czastke
catkowity moment zewnetrznej sity dzialajacej na i-tg czastke
rozktad sit indukowanych na powierzchni czastki ¢
rozklad sit indukowanych na czastce ¢ w bazie multipolowej
dwa najnizsze multipole sity
dipolowy, symetryczny i bezSladowy moment sity F; (r)
tensor Oseena w bazie multipolowej
tensor Oseena w bazie multipolowej (notacja zwarta)
reakcja i-tej czastki
gestose reakcji zawiesiny
wszystkie sekwencje jednoblokowe
funkcja Mayera dla sztywnych kul
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Symbol

o (R)
¥ (R)

Tirr
Gesy
n(R)

4 (Ch] ... |C)
b(Cil. 10
H(CY...|Cy)
Tey
ROM
Xrom
X’nov

Zmnaczenie
pole zewnetrzne
pole zawiesiny
operator wigzacy Srednig reakcje zawiesiny z polem zewnetrznym
operator wigzacy Srednig reakcje zawiesiny z polem $rednim
propagator efektywny
jednoczastkowa funkcja rozktadu
sekwencje diagonalne w operatorze T’
sekwencje pozadiagonalne w operatorze T’
sekwencje pozadiagonalne w operatorze T
funkcje korelacji
blokowa funkcja rozkladu
blokowe funkcje korelacji
operator Clausiusa-Mossottiego
zrenormalizowany operator Clausiusa-Mossottiego
sekwencje pozadiagonalne operatora 145,
nieprzekrywajace konfiguracje pierwszej i ostatniej czastki w Xgrons
przekrywajace konfiguracje pierwszej i ostatniej czastki w Xgons
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